DERS 3:
BIRINCI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Dersin Amaci: Birinci mertebeden 06zel formlardaki diferansiyel denklemlerin analitik ¢6zim
yontemlerini 6gretmek.

C) Homojen Denklemler

Bir a reel sayisi igin f(tx,ty)zt“f(x,y) seklindeki 6zelligi saglayan f fonksiyonuna a inci
dereceden homojen fonksiyon denir. Ozel olarak f(tx,ty) = f(x,y) ise f fonksiyonuna sifirinci

dereceden homojen fonksiyon denir. Ornegin, f(x,y) =x’ er3 fonksiyonu 3. dereceden homojen

fonksiyondur, ¢linkii
flx) =) + @) = (¥ +3") =2 f(x,) dir.
Fakat, f(x,y)=x"+)" +1 fonksiyonu verilen 6zelligi saglamadigindan homojen degildir.

Eger f(x,y) fonksiyonu & inci dereceden homojen ise:
o y a x
f(an’):x f(I’;j ve f(xay):y f(;alj

seklindeki &zellikleri saglar. Ornegin, f(x,y)z)chr3xy+y2 fonksiyonu 2. dereceden homojen

f(x,y)=x° |:1+3(Zj+(1j :lzxzf(l,lj
f(x,y)=y (ij +3(£j+1 :yzf(ﬁ,lj.
Y Y y

Bu 6zellikler uygulamalarda bizlere kolaylik saglayacaktir. Bunlari birazdan gorecegiz.

fonksiyondur. O halde,

Tanim 3.1:
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 (3.1)

formundaki 1. mertebeden diferansiyel denklemi ele alalim. Eger M(x,y) ve N(x,y)

fonksiyonlari ayni dereceden homojen fonksiyonlar ise (3.1) denklemi homaojen denklem olarak
adlandirilir.




Not: Eger 1. mertebeden diferansiyel denklem

d
L= fxy) (3.2)
dx
formunda disunilurse; bu durumda da f(x,y) fonksiyonu sifirinci dereceden homojen fonksiyon
oldugunda denklem yine homojen denklem olarak adlandirilir.

Co6ziim Metodu:

a) M(x,y)dx+N(x,y)dy=O bicimindeki denklem homojen olsun. Bu durumda M ve N

fonksiyonlari ayni dereceden homojen fonksiyonlardir. Kabul edelim ki her ikisi de ¢ inci dereceden
olsun. O halde,

M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 = x“M(l,

= <

jdxwtx“N(l,dey:O
X

= M(I,Zjd)htN(l,Zjdy =0
X X

Simdi L=y dersek y=xu dan dy=udx+xdu elde edilir. Bunlar yukaridaki denklemde

X
kullanilirsa:

M(l,u)dx+N(l,u)[udx+xdu] =0 = [M(l,u)+uN(l,u)]dx+xN(l,u)du =0

ldx+ N(.u)
X MLu)+uN(,u)

seklinde integrali alinabilir formda bir denklem elde ederiz.

by
Not: — =v degisken degistirmesi yapilmasi durumunu benzer sekilde siz inceleyiniz.
Y

b
Sonug olarak, verilen bir homojen diferansiyel denklem Z=u veya — =V degisken

X Y
degistirmesi yapildiginda degiskenlerine ayrilabilir ~ formda diferansiyel denkleme
indirgenebilmektedir.

d
b) d—y=f(x,y) bigimindeki denklem homojen olsun. Bu durumda f(x,y) sifinnci dereceden
X

d d

homojen fonksiyondur. Dolayisiyla —y=f(x,y) = —y=f(l,lj seklinde yazilabilir. Simdi
dx dx X

y dy du : .

—=u dersek y = xu dan — =u +x—— bulunur. Bunlari verilen denklemde yerine yazarsak:

X dx dx



+ _= 1’ = _ = —_ —d R
u+x fLu)=F@u) = x Fu)-u = @ u

seklinde integrali alinabilir formda bir denklem elde ederiz.

Ornek 3.1: (x2 +y2)dx+(x2 —xy)dy =0 denklemini ¢ézliniz.

Coziim: M(x,y)=x"+y" ve N(x,y)=x"—Xxp goz 6niine alindiginda her ikisinin de 2. dereceden

homojen fonksiyonlar olduklari anlasiimaktadir. O halde verilen denklem homojendir. C6ziim metodu

(a) daki yol takip edilirse:

X

(x* +)?)dx+(¥* —xp)dy=0 = x2|:1+(1j2:ldx+x{ (xﬂdy 0

2
{1_{_(1) }dx+|:l_(1j:|dy:0’ Z:I,{ = y=xu = dy:de+Xdu
X X X

(1+u2)dx+(l—u)(udx+xdu):0 = [1+u2+u(l—u)}dx+x(l—u)du =0

dxlu

2
. 1+ud u=0 = _[ j—du—cl = ln|x|+j[ 1+—jdu——ln|c|

1+u 1+u

1n|x|+1n|c|—u+2ln|l+u|=0 = ln‘cx(l+u)2‘=u = cx(l+u)2=e”

2
cx(l+zj = = c(x+y)2:xey/" bulunur.
X

dy _ x*+5y°
dx 4xy

Ornek 3.2: ,  y(I)=1, baglangi¢ deger problemini ¢oziinlz.

¢oziim: f(x,y) nin sifirnc dereceden homojen fonksiyon oldugu kolayca gorilebilir.

verilen denklem homojendir. C6zim metodu (b) deki yol takip edilirse:

2 2
e ] )
b
R G
by b
Y dy du '
—=u dersek y =xu dan ——=u+x—— bulunur. Bunlar yukarida yerine yazilirsa:
X dx dx
du 1+5u du 1+5u du 1+u’ 4u

U+x - = x—= = du

= 2
dx 4y dx 4y dx 4y 14+u

Dolayisiyla



jliuzdu= @ = 2ln(l+u2)=ln|x|+lnc = (1+u2)2=c|x|
u X

Burada ¢ pozitif bir keyfi sabittir. x isaret degistiremeyeceginden dolayi asagidaki sekilde tanimli

yeni bir ¢, sabiti kullanarak mutlak degerden kurtulabiliriz:

c, x>0
¢ =
-, x<0

2

2 2

Buradan (1+u2) =cx = |:1+(Zj:| =cx = (x2+y2) =¢,x° bulunur.
x

2
v(1) =1 baslangi¢ kosulu kullanilirsa (12 +12) =c¢, = ¢ =4 olarak elde edilir. Sonugta verilen

2
baslangi¢ deger probleminin ¢ozimi (x2 +y2) =4x biciminde bulunur.

.. d
Ornek 3.3: xd—y -y= \ox? + y2 , x>0, denkleminin genel ¢coziimiini bulunuz.
x

@_\/9x2+y2 +y

Coziim: Verilen denklemi seklinde yeniden yazalim. Buradan

dx X
2 2
j :|+y |x| |:9+(yj :|+y
b b
Q= = Q= olur. Verilen problemde x>0
dx X dx X
d 2
oldugundan |x|:x tir. Bu kullanildiginda Y _ 9+(Zj +X olur. Z=u dersek y=xu
dx X X X
dan Q=u+x@ bulunur. Bunlar yerine yazilirsa:
dx dx

du > du [ du dx du dx
M+)CE: 9+M2+M = )CE: 9+I/l2 = —m:7 = j—m:j?

du
Genel matematik derslerinden hatirlanacak olursa: j— = ln(u Jr\/a2 +u? )+c dir.

Ja* +u?

du dx
.[—= —_— = ln(u+\/9+u2)=lnx+lnc, ¢, >0=> ln(u+\/9+u2)=ln(cx)
V9 +u’ '[ X v 1

2
u+\N9+u’ =cx = Ly 9+(lj =¢x = y+49x°+)° =cx’  sonucubulunur.
x

X



DERS 3: ALISTIRMALAR

1. Asagidaki diferansiyel denklemleri ¢6zliniz.

2
a) (3x—2y)ﬂ=3y b) ﬂ:(ery)
dx dx 2x°
2 2
c) sin(zj[xﬂ—y}zxcos(zj <) dy N6y +y x>0
X dx X dx X ’
d) (2x—y)dy—(x+2y)dx=0 e) y(xz—yz)dx—x(x2+y2)dy:0
2 _ 2 2/ 2
f) Q=M g) 2xydy—(xze’y [x +2y2)dx=0
dx x —xy+y
g) xﬂvtylnx:ylny h) xzﬂ:yzw%xywtx2
dx dx
[ 2 2 d
.)Q:w, x>0 i) 2x(y+2x)—y=y(4x—y)
dx v dx
d ’ 2 2 2
i) x—y:xtan(lj+y k)Q:)C xty +y, x>0
x X dx Xy

2. Asagidaki baslangic deger problemlerini ¢6ziiniz.

dy _2x-y dy 2(2y-x)
a) —=——, D=1 b) —=——"—=, 0)=2
dx x+4y @) )dx Xty »(0)
x4 2 d
c)ﬂ=u, y(3)=4 O xZL=yrxe’, y1)=1
dx X dx

d) (y2 +3xy)dx = (4x2 +xy)dy, y()=1 o) Ydx=2xdy-2x*ydx, y()= NG
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