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TESEKKUR

Bu ¢alismami, Bati Toros daglarinda dogup blyuyen ve hig¢
okula gitmeyen ama “Her cocuk okula gitmelidir, okumalidir.
Ancak tercih yapmak zorunda kalirsak mutlaka oncelikle kiz
cocuklarini okutmaliyiz!” diyen, yakindan tanidigim gercek bir
aydin olan anam rahmetli Ayse Adak'a armagan ediyorum.

Prof.Dr. Muzaffer Adak
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I! BOLUM 1

Giris

GIRIS
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Prof.Dr. Muzaffer Adak Hakkinda 1

e 01.11.1972 Denizli, Cameli, Kolak koytinde dogdu.
Giris e Denizli Cafer Sadik Abalioglu ilkokulu’nda okudu.
* Denizli imam Hatip Ortaokulu'nda okudu.

® Denizli Lisesi'nde okudu.

e istanbul Teknik Universitesi, Fizik Mihendisligi
Bolimiinden mezun oldu.

® Bogazici Univers_itesi, Fizik Anabilim Dali yuksek lisans
ogrencisi olarak Ingilizce hazirlik okudu.

* Pamukkale Universitesi, Fizik Anabilim Dali’'nda yiiksek
lisansini tamamlad..

e Orta Dogu Teknik Universitesi, Fizik Anabilim Dali’nda
doktorasini yapti.

e Doktora tez asamasindayken Ingiltere, University of Kent
at Canterbury’'de ziyaretci arastirmaci olarak bir yil kaldi.
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Prof.Dr. Muzaffer Adak Hakkinda 2

® Pamukkale Universitesi, Fizik Bolimu'nde degisik
unvanlarda calisti.
® Arastirma Gorevlisi
Oéretim Gorevlisi
Yardimci Dogent Doktor
Dogent Doktor
Profesor Doktor (devam ediyor)

 Pamukkale Universitesi'inde farkli idari gorevler yapti.

Boliim baskan yardimciligi
Anabilim dali baskanlig

Bolim baskanhgi

Teknokent genel mudirligu
Meslek yiiksekokulu mudirligu
Senato Uyeligi

e Evli ve 3 cocuk babasidir.

e Kosmayi, ylizmeyi, badminton oynamayi, tiiple dalmayi,
bisiklet binmeyi, kitap okumayi ve diisinmeyi sever.
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Ders Hakkinda 1

Bu ders notlar 2020-2021 egitim ogretim yili giiz doneminde
Giris Pamukkale Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Fizik
Boliimuinde okutulan FIZ 201 Fizikte Matematik Metotlar
dersi i¢in hazirlanmistir. Bu notlar, bilimsel metinler yazmak
icin kullanilan acik kaynakl bulut-tabanh IATEX editori olan
overleaf lizerinde yazilmistir, www.overleaf.com.

Bu ders, Fizik lisans programinin miifredatinin ikinci yilinin ilk
doneminde yer alan haftada dort saatlik bir derstir. Fizik
boliimiiniin miifredatinin ilk yilinin gliz doneminde Genel
Matematik-l ve bahar doneminde Genel Matematik-1l dersleri
vardir. Her iki ders de hafta alti saattir. Bunlardan baska
mufredatta ayrica Lineer Cebir veya Diferansiyel Denklemler
gibi matematik dersleri veya Fizikte Matematik Metotlar-II
gibi bu dersin devami niteliginde bir ders yoktur. Dersin icerigi
buna gore belirlenmistir.
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Ders Hakkinda 2

2020 giiz doneminde diinyay etkisi altina alan Covid-19 virlis
Giris salgini oldugundan dersler uzaktan internet vasitasiyla
cevrimici yapilmistir. Pamukkale Universitesi ters-yliz egitim
modelini benimsemistir. Bu model iki asamadan olusmaktadir.
Ik asama haftalik konu anlatim videosundan, ikinci asama da
ogrencilerle cevrim i¢i canli bulusmadan olusmaktadir. Ik
asamada, hocalar dersle ilgili hafta hafta sunum dosyalari
hazirlamistir, bunlarin sunumunu videoya ¢ekmistir ve bu
videolari ogrencilerin ulasabilecegi bir platforma yiiklemistir.
éérencilerin ilgili videoyu canli derse gelmeden once izlemeleri
beklenmistir. Ikinci asamada, haftalik ders programindaki
saatinde hoca ile ogrenciler internet uzerinden canli ¢evrim ici
olarak bir araya gelmistir ve ders sunum videosundaki konulari
soru-cevap biciminde tartismislardir. Bu ders notlar, birinci
asama icin hazirlanmstir. Ikinci asamadaki canli hoca-ogrenci
bulusmasinda ¢oziilen 6rnekler burada yoktur.
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Dersin Amaci ve Seviyesi

Giris

Doganin iletisim dili matematiktir. Fizik de atom alti
parcaciklardan evren olgegine kadar her tirli doga olaylarini
inceleyen bilimdir. Bu nedenle, iyi derecede matematik bilmek
isimizi kolaylastiracaktir. Bu derste bu isi en temel seviyede
yapacagiz. lleri diizey matematik araglarini secmeli derslerde
ve lisansistu egitimde ogreneceksiniz.
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I ! BOLUM 2

Vektorler

VEKTORLER



Temel Tanimlar

Bir vektori tg farkl yolla tanimlayabiliriz:

Vektorler

® Geometrik yaklasimda, yonlii dogru parcasidir. Ozellikle
iki boyutta cok kullanishdir.
® Cebirsel yaklasgimda, n boyutlu uzayda n tane sayidan
olusan bir nesnedir. U¢ ve daha yiiksek boyutlarda
kullanishdir.
© Aksiyomatik yaklasimda, belli kurallari saglayan bir
kiimenin elemanidir. Bu yaklasim ozellikle
fonksiyonlardan olusan vektor uzaylarinda kullanishdir.
Oncelikle iki boyutta vektorlerin temel 6zelliklerini gézden
gecirelim.
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Vektorlerde Toplama ve Cikarma

Iki boyutta ﬁvek_térﬂnij baslangici, bitisi ve yoni olan bir okla
temsil edebiliriz. lki vektoru toplayabilir, ¢ikarabilir ve bir
skaler ile garpabiliriz.

° A+ B = B + A komiitatiflik (sira degistirme)
o (A+B)+ C = A+ (B + C) asosiyatiflik (birlesme)
e A— B =—(B— A) anti komiitatiflik
° aA= B burada ac R
A vektériinii bazen A ile gosteririz. |A| = A ile A'nin boyu
(normu veya biiyiikligli) gosterilir ve daima A > 0 olur.

SN\
/

(b) Cikarma ) Skalerle Carpim

Vektorler

(a) Toplama
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Vektorun Paralel Tasinmasi

Oniimiizdeki masa ylizeyi 2-boyutlu diiz bir uzaydir. Bu uzaya
iki boyutlu Euclid uzayi deriz ve R? ile gosteririz. R?'de bir
vektorl paralel tasimak, okun boyunu ve yonini
degistirmeden yeni bir kopyasini baska bir noktaya cizmek
demektir. Bu isi yapmanin pratik bir yolu zemini hayali
karelere bolmektir.

Vektorler

Buradaki hayali yatay cizgilerden ve hayali disey ¢izgilerden
birer tanesini referans cizgisi olarak aliriz. Yatay referans
cisgisine x-ekseni, diisey referans cizgisine y-ekseni ve ikisinin
kesistigi noktaya da orijin deriz.
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Kartezyen Koordinat Sistemi

R? uzayindaki noktalari betimlemek icin biri birine dik x ve y
eksenleri kullanilir, N = (x, y). Burada x ve y kartezyen
Vektbrler koordinatlardir.

y
o (x,9)
(20
(-3, 4) Po
(5,3)
72 X

Koorinatlarin tanim bolgeleri; —oo < x,y < 400
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Kutupsal Koordinat Sistemi

R? uzayindaki noktalari betimlemek icin kullanilan yaygin
baska bir koordinat sistemi de r ve 6 kutupsal koordinatlarinin
olusturdugu kutupsal koordinat sistemidir, P = (r, ).

Vektorler

v

X = rcosf
““““ F y =rsinf
r = (x2+y2)1/2
0 tanf = y/x
0<r<m
0<o<2r

oJ

o]

x koordinati saga dogru artiyor.

y koordinati yukari dogru artiyor.

r koordinati 0 merkezli r yarigapli gemberin merkezinden
disariya dogru artiyor.

0 koordinati +x ekseninden ters saat yoniine dogru artiyor.

Bunu ¢embere teget yonli dogru olarak distinebiliriz. ,
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Birim Vektor ve Baz Vektorler

Boyu 1 birim olan ve sadece yon gosteren bir vektore birim
vektor denir. A niceligi, A'nin birim vektoridur. Boylece
A = AA yazabiliriz. Burada A vektoriin buyiikluginu, A da
vektoriin yonuni gosterir.

7 : x koordinatinin artis yoniinu gosteren birim vektor

Vektorler

.y koordinatinin artis yoniinu gosteren birim vektor

Xy

. z koordinatinin artis yoniini gosteren birim vektor

{2,7, l?} kiimesine baz
vektorler kiimesi denir.
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Vektorun Bilesenleri

Elimizde bir koordinat sistemi varsa, baz vektorler var
demektir. Baz vektorlerimiz varsa, bu uzaydaki her hangi bir
vektoriin bilesenlerini yazabiliriz.

Vektorler

y
Ay Anin x bileseni

Ayj Ay Anin y bileseni

Sekle gore soyle yazabiliriz; A=Ad+ AyJ.

Bilesenler skaler niceliklerdir ve pozitif ya da negatif olabilirler.
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Lineer Bagimsizhik

¢;'ler reel sabitler olmak tlizere {A1, Az, -+, Ap} kiimesinin
elemanlari arasindaki

Vektorler

AL+ QA + -+ CpAy =0

bagintisinin tek ¢oziimi ¢; = ¢ = --- = ¢, = 0 ise buradaki n
tane vektor lineer bagimsizdir denir ve vektorlerden hig¢ biri
digerleri cinsinden yazilamaz. Bu kiimeye n boyutlu reel vektor
uzayi adi verilir. Lineer bagimsiz vektorlerden baz vektor
kiimesi olusturulabilir. Ornegin {7, 7, I?} kiimesinin elemanlari
lineer bagimsizdir, dolayisyla baz vektoridiirler. Ayrica, bu
uzayin boyutu 3'tir.

Eger c;'lerden en az bir tanesi sifirdan farkliysa A; vektorleri
lineer bagimhdir denir ve bu durumda vektorlerden biri
digerleri cinsinden yazilabilir.
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3 Boyutlu Kartezyen Koordinatlar

Vektorler /}\
a
b —~ . .
f a . Ryx'nin x bileseni

b Ry'nin y bileseni

¢ : Ry'nin z bileseni

Sekle gore Ry = ai + bj ve R, = at + bj + ck olur.

Ok temsillerini kullandigimizda iki vektorii toplamak icin
vektorleri paralel tasimak zorundaydik. Ancak baz vektorlerin
yardimiyla vektorlerin toplamini hizlica yapabiliriz.

Ri+ Ry = ai+bj+ai+b)+ck
= 2ai+2b)+ ck
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Vektoriin Cebirsel (Bilesen) Gosterimi

Simdiye kadar bir vektorii gostermek icin ya ok resimleri cizdik
ya da eksen takimlan cizdik. Artik bir vektori daha soyut
olarak temsil edecegiz.

Vektorler

A=Ad+ AT+ Ak=(A,A),A,)

Dikkat! Birim vektorleri kullanmadan sadece bilesenler
cinsinden A'yi yazdik. Benzer olarak B'yi de yazabiliriz.

B = (B, By, B,)

Boylece iki vektorii kolaylikla toplayabiliriz; € = A + B.

C= (A« + By, A, +By,,A, +B,)
———— ————
G C, &
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Vektoriin indis Gosterimi

Her zaman kartezyen koordinatlarda ve de li¢ boyutta
calismayiz ve hesap yapmayiz. Bunun i¢in x, y, z indislerini

daha genel veya daha soyut hale getirelim.

Vektorler

3
A= A1é + Axéy + Azés = ZA,-@,-
i=1

Bu yazilista {é1, &, &} baz vektorler kiimesidir. Kiimenin her
elemani birim vektordiir ve biri birine diktir. n boyutlu uzayda
n bilesenli vektorler i¢in toplamin st sinirt n yapilir.

All
A
Az :

A

A'nin birinci bileseni
A'nin ikinci bileseni
A'nin tglincu bileseni

A=A = (A1, Az, A3)

A vektoriintin indis gosterimidir.
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Kuresel Koordinatlar 1

Kartezyen koordinatlarda;

6 —>1=X A — Ay
Vektorler é2 — j: _)/} A2 — Ay
& s k=2 As = A,

Fizikte ve mihendislikte sikca kullanilan baska bir koordinat
sistemi kiiresel koordinatlardir, (r, 0, ¢).

z
x(1,6,9)
r/'/ ! Koordinat dontisiimleri
s x = rsinfcosp
RN y =rsinfsing
2 ' z =rcosf
] y
R
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Kuresel Koordinatlar 2

Ters koordinat donustimleri
r=+/x2+y?+ z2

cosl = z/\/x%+ y?2 + 22
tanyp = y/x

Tanim bolgeleri
0<r<>

0<o<nm

0<p<2r

Vektorler

Kiresel koordinatlarda;
él — ér =r A1 — Ar
é§2 — éﬂg = é; /Az — /46
é3 — é‘P = (,5 A3 — Acp
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Silindirik Koordinatlar

Fizikte ve muhendislikte sikca kullanilan diger bir koordinat
sistemi de silindirik koordinatlardir, (r, 6, z).
Koordinat donustmleri

Vektorler z X = rCoS 6
y=rsinf
z=1z

Ters koordinat dontstimleri
r=/x2+y2

tanf = y/x

z=1z2

Tanim bolgeleri
0<r<m
0<60<2r
—o0 < z< 400

Silindirik koordinatlarda;
é&—é =7 Al — A,

é%z — éi; =0 /Qz — /49

& 8, =7 As = A,
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Iki Vektoriin Skaler (Nokta) Carpimi 1

Simdiye kadar vektorii bir skaler sayi ile ¢carptik, iki vektori
topladik, iki vektori cikardik, ama iki vektoriin carpimi
hakkinda konusmadik.

Vektorler

A.B = ABcosf

A.B = B.A komiitatiflik
ABcR

A.B =0,>0,< 0 olabilir
Kﬁ:M>o

A = (A.A)Y/2 vektériin normu

Skaler carpim veya nokta carpimi denir. Geometrik olarak iki
vektoriin paralel bilesenlerini carpariz.
AB=AB =AB

A Anin §’ye paralel bileseni
By : B'nin A"ya paralel bileseni
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Iki Vektoriin Skaler (Nokta) Carpimi 2

Yukaridaki temel tanima gore baz vektorlerin kendi
aralarindaki skaler gcarpimlarini yazabiliriz.

Vektorler

1.6, =1 Normalizasyon

6.6 =1 (Bire boylandirma)

&.65=1

é.6=0 Ortogonallik

&.8 = (Diklik)

e .él =0
Bu iki sonucu birlestirip daha 6zet ve soyut olarak soyle
yazariz.

.6 = 0 Ortonormallik

5,-J- Kronecker deltasi denir; djj = { é I;J }se
i #j ise
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Iki Vektoriin Skaler (Nokta) Carpimi 3

Elimizde ortonormal baz vektorler varsa, iki vektorun skaler
carpimini bilesenler cinsinden ifade edebiliriz.

AB = <ZA,-@,-). ZBjéj
= ZZAB é;. eJ
= ZZA,-BJ-&J-:ZA;B;
i i

= A1B1+ ABy + A3B3

Vektorler

Kural: 3_; (bir sey);d; = (bir sey);
Vektorun Normu; A = \//_\’/_\’: \/A% + A% 4 A%
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Iki Vektoriin Skaler (Nokta) Carpimi 4

Elimizde ortonormal baz vektorler oldugunda, iki vektorin
skaler carpimini bilesenler cinsinden ifade ettik. Simdi de iki

Vektorler
vektor arasindaki aglyi bilesenler cinsinden yazacagiz.

A.B = ABcosf

O halde

f =
Cos
A181 + A282 + A3B3

A
VA A+ A\ B+ BY+ B3
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Iki Vektoriin Vektorel (Kros) Carpimi 1

Yine iki vektorl carpacagiz ama sonug¢ bu sefer bir vektor
cikacak; C = A x B.

Vektorler

= |A x B] = ABsinf norm
B = —B x A anti komiutatiflik
A=0

D> (\
X X

C vektdriiniin yontii sag el kurali ile belirlenir. Vektorel ¢arpim
veya kros carpim denir. Geometrik olarak iki vektoriin dik
bilesenlerini carpariz.

IAx B|=AB, = A, B
AL : Anin §'ye dik bileseni
B, : B'nin A'ya dik bileseni
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Iki Vektoriin Vektorel (Kros) Carpimi 2

Yukaridaki temel tanima gore baz vektorlerin kendi
aralarindaki vektorel carpimlarini yazabiliriz.

1
& x & =0 & x& =6 (’ \
éQXé2:0 éQXé3:él

N k ¥i

& xé&=0 &3 X é =& ~__~

Vektorler

Bu kurallara gore iki vektoriin vektorel carpimini bilesenler
cinsinden soyle yazabiliriz.

C = AxB
= & (AxBs — A3By) +é (A3B) — A1Bs)
G G
+é3(A1B, — A2By)
_C;_/
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Iki Vektoriin Vektorel (Kros) Carpimi 3

ki vektdriin skaler carpiminda Kronecker deltasindan
faydalanmistik. Burada da tlimiiyle antisimetrik epsilondan
Vel faydalanabiliriz.

Once €123 = +1 olarak sabitleriz. Buradaki her bir indisin cift
sayidaki her yer degistirmesi bir tane + isareti verir.

€123 = €231 = €312 = €123 = +1

Her bir indisin tek sayidaki her yer degistirmesi bir tane eksi
(—) isareti verir, £33 = —1.

€213 = €132 = €321 = €213 = —1

Her hangi iki indis ayniysa epsilon sifir olur.

€112 = €122 =¢€33=---=10
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Iki Vektoriin Vektorel (Kros) Carpini 4

Bunlar toparlarsak sunu yazabiliriz.

+1 jjk 123 diziliginin ¢ift permiitasyonuysa
Vektdrler gijk = 4 —1 ijk 123 diziliginin tek permiitasyonuysa
0 ijk rakamlarinda iki rakam ayniysa

Buna gére C = A x B islemini indis gésteriminde soyle ifade
edebiliriz.

C,' = Z ZEUkAjBk
Jj  k

Burada A;Bi = BA; olabilir, ama A; By # B;A.

érnegin yukarida i = 1 alalim.

3 3
C1 — Z Z 51jkAjBk

j=1 k=1
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Iki Vektoriin Vektorel (Kros) Carpimi 5

Burada once j toplamini sonra k toplamini acalim.

Vektorler

3
G = Z (MOAlBk + 12k A2 By + 513kA3Bk)
k=1

= MOAzBl +MOA2B2 +M1A233

+£a31"0A351 +£ae'z'_1 A3B> +£&33"0A353
= AB3 - A3B;

Kartezyen koordinatlarda C, = A, B, — A, B, esdegerdir.
Kiiresel koordinatlarda C, = AygB, — A, By esdegerdir.

Silindirik koordinatlarda C, = AgB, — A, By esdegerdir.
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Vektor Ozdeslikleri 1

Soru: A.(B x C) = B.(C x A) = C.(A x B) dogrulayiniz.

Vektdrler Cevap: ¢jjx = gjii = €xjj bilgisini sikca kullanacagiz. Dikkat,
her birinde ¢ift permiitasyon var.

Ayrica, > i = 22D ; >y kisaltmasini kullanacagz.

) = ZA,-(é X 6), = ZAiéijkBjCk = ZsijkAiBjCk

i,k ij,k
) = Z B;(C x A); = Z Bjejki CkAi = Zs;jkA;BjCk
/ ijsk ik
G(A)X é) = Z Ck(ﬁx é)k = Z CkgkiinBj — ZgijkAiBjCk
k ij.k ij.k

v

"Sag" taraflar esitse "sol” taraflar da esittir.

34/327



Vektor Ozdeslikleri 2

Soru: A x (B x C) = (A.C)B — (A.B)C dogrulayiniz.
Cevap: Yine cjjx = cji = jj Ve D ik =D ;0 i Dk
kullanacagiz. Once D = A x (B x C) diyelim.
D,' = ZEUkAj(é X é)k = ZEUkAjZEk/mB/Cm
Jok Jok I,m

= > ekjeumAiBICn =Y (0i0im — Simj1)AiBi Crm
Jokohm Jlm

= Y ABiG - ABiC=(AC)B — (AB)G
J J

Vektorler

—

D = (AC)B-(AB)C

Kurallar; Y, €jix€imk = 0it0jm — Gimdji
>k EikEiik = 216 ve Sk ik = 3!
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Vektorler

Yonlii Tiirev islemcisi: Nabla Operatérii

Kartezyen koordinatlarda nabla operatori; V= <%, 8%, %)

Koordinat dontistimleri yardimiyla ve tiirevde zincir kuralini
kullanarak

0 O0rd 000 0Op d

Ox  oxor  ox00  ox 0
o oro 000 0p 0
oy —oyor Tayo0 T oy op
o 9ro 90 0pd

9z 9z0r (0200 " 020

nabla operatoriini kiresel koordinatlarda yazabiliriz.

g_(2 10 1 0
~ \0r’ rof’ rsinf oy

Benzer islemlerle silindirik koordinatlarda; V = (8



Vektorler

Skaler Fonksiyonun Gradyam 1

Kartezyen koordinatlarda f = f(x, y, z) u¢ degiskenli skaler bir
fonksiyon olsun. Buna fizikte skaler alan denir. Ornegin
elektriksel potansiyel alani. f'nin r'= (x, y, z) noktasindaki
degeri ile hemen cok yakininda 7+ dr’ noktasindaki degeri
arasindaki farka f'deki degisim adi verilir;

df = f(r+dr) — f(r).

8f 8f c’)f

Bunu iki vektoriin skaler carpimi olarak yazalim.

of of Of -
df = <8X, @, az> .(dX7 dy, dZ) = Vfdr

Burada Vf := (%, g—}f, %) vektoriine f'nin gradyani denir.

dr vektorii uzaydaki bir noktadan cok yakin diger bir noktaya
gidisi gosterir.
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Skaler Fonksiyonun Gradyam 2

V£ 'nin iki 6zelligi.

@ fo bir sabit olmak tizere f(x,y,z) = fy bir yiizey tammlar.
Bu yiizeye fizikte espotansiyel yiizey denir. Bu esitligin
her iki tarafinin diferansiyelini alalim; df = 0 yani
Vf.d7 = 0. iki vektdriin skaler carpimi sifir ise iki vektor
biri birine diktir. dr vektorii bu ylizey lizerinde bir vektor
oldugu igin V' vektdrii bu ylizeye diktir. Boylece ylizey
normallerini hesap edebiliriz. Benzer olarak f(x,y) = fy
bir egri tanimlar ve Vf vektdrii bu egriye diktir.

Vektorler

@® f'deki degisimi yeniden yazalim;
df = Vf.dF = |Vf||d7| cosf burada @ iki vektor
arasindaki agi. # = 0, yani iki vektor paralel, oldugunda
df maksimum olur. Sonucta Vf vektdriiniin yonu f deki
artisin maksimum oldugu yonu verir.
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Vektorler

Skaler Fonksiyonun Gradyam 3

Uc koordinat sisteminde V' nedir?

Kartezyen f(x,y, z)

— (of of of
— \Ox’ 0y’ 0z

Kiiresel f(r,0, )

Or> r 90’ rsinf 9p

Silindirik f(r,0, z)

f
f_ (of 1of _1 of
f'

of 10f of

— (8r7 rGG’Bz)

Uc koordinat sisteminde d7

nedir?

Kartezyen = (x, y, z)

dr'= (dx, dy, dz)

Kiiresel 7= (r,0, )

dr'= (dr, rd6, rsin 6dy)

dr'= (dr, rdf, dz)

Silindirik 7= (r, 6, z)
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Vektorel Fonksiyonun Diverjansi 1

Kartezyen koordinatlarda A vektdriiniin bilesenleri
koordinatlara bagli olsun.

Vektorler

A': (AX(X7y7Z)7Ay(X7yvz)7AZ(Xa)/7Z))

Buna fizikte vektorel alan denir. érneéin elektrik alan.
V.A = divA ile A'nin diverjansini gosteririz. V.A skalerdir.
- - 0Ac O0A 0A;
A= i’
v Ox * dy 0z

1 0, . 1 0A,
rsinﬁ%(sme’é\g)jL

rsinf dp
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Vektorel Fonksiyonun Diverjansi 2

Silindirik A = (A,(r,0,z), Ag(r,0,2), As(r,0,2))
10 10As | A,

VA= Lo (A + S50+

Yorum: Vektorler biri birine yaklasiyorsa V.A<0. Ornegin,
cok az dolu siis havuzunun zeminindeki delikten bosalirken
suyun hiz dagilimi. Vektorler biri birinden uzaklasiyorsa
V.A> 0. C")rnegin bos siis havuzunun zeminindeki musluk
havuzu doIduruken suyun hiz dagilimi. Vektorler biri birine
paralelse V.A=0. Ornegin, musluktan asagi dogru akan
suyun hiz dagilimi.

Vektorler

a4 T
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Vektorel Fonksiyonun Rotasyoneli 1

Yine kartezyen koordinatlarda A vektriiniin bilesenleri
koordinatlara bagli olsun.

Vektérler A= (AX(X7y7Z)vAy(X,Y7Z)vAz(X7Y>Z))

Orneéin manyetilj alan. V x A = rotA ile A'nin rotasyonelini
gosteririz. V x A vektordir.
i 0A; 0A, 0A« 0A; DA, 0A«

dy 0z’ 0z Ox ' Ox Oy

v

X

Kiiresel A = /T(r,ﬁ, ©)

.1 (o, 0A\
X A= rsin9 (aa (SInQAw) — &0) r

1/ 1 0A, 0 .
7 (se e ‘ar(rAwQ é

1/0 0Ar\ .
o (grir =55 ) ¢

<
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Vektorler

Vektorel Fonksiyonun Rotasyoneli 2

—

Silindirik A = A(r, 0, 2)

- 10A, O0Ap\ .
v <r89 a>+<

1

><
| |

Yorum: Eger A vektor alani kapali
bir egrmm tegetlerinden olusuyorsa
V xA 2 0 olur. Ornegln dere
kenarinda elinizdeki kuru ot
parcalarini suya attiniz ve bu parcalar
su ylizeyinde daireler ciyorlarsa orada
suyun hiz alani vektorinin rotayoneli
sifir olmaz.

0A,

0z

0AL\ A
B 8r>0

9 A\ -
yr <ar('A9) ~ ) g
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gradf, divA ve rotA icin Bazi Ozellikler

Vektorler

Burada V2 = V.V Laplace operatorii denir. Kartezyen
koordinatlarda soyledir.

0> 9?2 92

2.9 o O
V= 8x2+8y2+8z2

Kiiresel ve silindirik koordinatlarda V? ifadesine kitaplardan
bakiniz.
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Vektor Alamnin Yol integrali 1

En genelde sekildeki egriyi (yoriingeyi ya da yolu) C ile temsil
ederiz ve soyle formiillestiririz.

Vektorler

FlE) = x(£)i + (D] + 2()k = (x(£), y(2), 2(1))

Burada t parametresi ty < t < t; araliginda tanimli sirekli bir
degiskendir.

z

—

A(F) vektor alaninin (vektorel
fonksiyonunun) C egrisi boyunca
integralini [ A.dF ile gosteriririz.
Genel olarak bu integral egrinin
sekline (yani yola) baghdr.

Ozel olarak bazen fc ﬁ.d?yoldan bagimsiz olabilir. Ornegin,

klasik mekanikte mekanik enerjinin korunumu.

45/327



Vektor Alaminin Yol integrali 2

Burada C egrisi tizerinde sonsuz yakin iki nokta arasindaki
yerdegistirme dr’yi t cinsinden sbyle yazabiliriz.

d(t) = (dx(t), dy(t), dz(t)) = (x(t)dt, y(t)dt, 2(t)dt)

Burada dx = %dt = Xdt,- -

/ﬁ.d? = /
C
:/ Ax+ Ay +A.z)dt

(Axdx + Ay dy + A, dz)

Ozellikler
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Vektor Alaninin Yiizey integrali

Uc boyutlu Euclid uzayimizda bir yiizeyi, ylzey buyuklugu
carpi yiizeyin normali olarak vektorel bir nicelik haline
getirebiliriz; S = Sh. Kiire veya semer gibi egrisel ylizeylerde
A'nin yonl noktadan noktaya degistigi icin toplam egrisel
ytizeyi minik minik bir siirii diizlemsel yuizeylere boleriz. Her
bir sonsuz kiiciik diizlemsel yiizey vektoriini dS = dSh olarak
ifade ederiz.

Vektorler

fs A.dS integrali A vektériiniin S ylizeyinden gecen toplam
akisini tanimlar.
47/327



Duzlemde Green Teoremi

Iki boyutlu diizlemsel bir uzay dustinelim; xy-dizlemi diyelim.
gSC (r).dr kapali yoriinge intergralinin sonucu yiizey inetgrali

olarak yazilabilir.
0A,
dxd
dy > i

Vektorler
0A
Ax Aydy) = -2 -
§£C( dx + A,dy) //5(8x

Burada A, = Ac(x,y) ve A, = A,(x,y). Kapali C egrisi, agik
S yiizeyinin sinindir. Sol taraftaki kapal yoriinge integralini
alirken kapali C egrisini sag el kuralina gore (yani sag elin bas
parmagi +2z'yi gosterecek sekilde dort parmak yoniinde)
dolasirnz.
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Diverjans Teoremi

Uc boyutlu Eclid uzayinda V' hacmine sahip bolgenin sinirini
kapali S yiizeyi ile gosterelim. A vektor alaninin diverjansinin
hacim integralini vektoriin ylizey integrali olarak yazabiliriz.

#S AdS = // (TA)av

Burada A = A(F). Ayrica, dS_t'_nin yoni her zaman kapali
yiizeyin disina dogru olacak. Ornegin, elektrik konusunu
calisirken Gauss yasasinda bu sonucu kullaniriz.

Vektorler
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Vektorler

Stokes Teoremi

Ug boyutlu Eclid uzayinda egrisel acik S ylizeyine sahip
bolgenin sinirini kapali C egrisi ile gosterelim. A vektor
alaninin rotasyonelinin ylizey integralini vektoriin yoriinge
integrali olarak yazabiliriz.

55 A.dF = //(6 x A).dS
C S

Burada A = ﬁ(?) Ayrica, C'nin yoni her zaman sag el kurali
ile belirlenir. Yani, sag elin dort parmagi C yoniinde iken bas
parmak S yiizeyinin normalini gosterir. Ornegin, elektrik ve
manyetizma konusunu calisirken Faraday yasasinda bu sonucu
kullaninz.

Diizlemde Green teoremi bunun diizlem yiizeyler i¢in yazilmis
ozel bir durumudur.
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Vektorler

Sorular ve Coziumler

Soru: A= 20+ 7— 3k ile B =2i— 27+ k vektorlerine dik ve
boyu 5 br olan vektori bulunuz.

Cozim: C = A x B ile elde edilen C vektdrii tanim geregi
hem A hem de B ye diktir.
C=(A,B, —

B,)i+ (A;Byx — AcB.)j + (AcBy, — A, B\ )k
=5 — 8]—6!?

Bunun boyunu ayarlamak icin C'=NC diyelim. Simdi de
‘C’ =/ C".C" = 5 yaparak N = 1/+/5 buluruz. O halde,

cevap sudur.

- 1 ~
€' =~z (51 + 8]+ 6k)
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Sorular ve Coziumler

Soru: C = 3xz% + 2xyj — x2k vektdr alani ve ¢ = 3x2 — yz
skaler alani igin div(¢C) hesap ediniz.

Vektorler

Coziim: Diverjansin ozelligini kullanarak sunu yazabiliriz.

%.(6€) = (96) .€ +6(%.€)

_ (29,995, 924 ¢
_<8xz+ay —i—azk).C

! 0Cy n oC, n 0C,
ox Oy 0z

= <6X€ —zj— yl?) . (3xz2€ + 2xyj — X2/?)
+ (3X2 — yz) (322 + 2X)
= 27x%2% — 4xyz + x°y + 6x> — 3yz>
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Sorular ve Coziumler

Soru: A = 3xzi + 2xy?j — yzl? vektor alani ve ¢ = 3x% — yz
skaler alani icin (a) Vo =7 (b) V.A=? (c) Vx A=?

Vektbrler Cozim: Grad, div ve rot tanimlarini kullanalim.
= 99, 0¢,. 09
= — — —k
Vo=t oyt ez
=6xt—z)— yk
- - 0A 0A O0A
.A — X _y Z
v ox + Oy + 0z
=3z+y(4x —1)
o o 0A 0A 0A 0A 0A O0A
A— z Uy 4 x z \ A YAy X
VX <8y 8Z>Z+<8z 8X>‘7+<8x 6y>

= (—z—0)i+ (3x —0)7+ (2y> — 0)k
= —Z0 + 3x7 + 2y°k
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e BOLUM 3
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Fonksiyonlar

KOMPLEKS SAYILAR
ve FONKSIYONLAR
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Kompleks Sayi Nedir?

Asagida verilen islem kurallarini saglayan sirali iki reel sabit
ciftidir. (a, b) kompleks say, a € R ve b € R.

@ Toplama: (a,b) + (c,d) =(a+ ¢, b+ d)

Kompleks

S ® Cikarma: (a,b) — (c.d) = (a— ¢, b— d)

Fonksiyonlar
® Carpma: (a, b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

.. . (a,b) __ (ac+bd,bc—ad)
O Bolme: (cd) = o

Kompleks sayi (a, b) = a(1,0) + b(0, 1) olarak yazilirsa, soyle
de ifade edilebilir.

(a,b)=a+ibeC

(1,0) =1 reel birim = 12=+41veyaV/+1=1
(0,1) =i sanal birim = 2= —1veya/—1=

Kompleks eslenik: (a, b)* = (a, —b) veya i* = —i
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Ornek: 2 — 3/ ve 4 + 7/ olsun.

0 (2-3i) =2—3(—i)=2+3i

S 2302 30 = (2)(2) + ()3 + (-30)(2) + (-3)(31)
= (22 +(-3)>=13€R
NOT: Her zaman (a + ib)(a + ib)* = (a)> + (b)®> € R

1 1 (2-30)* _2+3i
(2-3i) (2-3i)(2-3i) 13
e (2—-30)(4+7i)=29+2i
J2-3i _ (2-3i)(4—7i) _ 1326

4471 (4+T7i)(4-Ti) 65

e(2-3i)t=

Dikkat! Paydada kompleks sayi birakilmaz.
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Kompleks Degisken ve Kompleks Diuizlem

x ve y reel degerler alabilen degiskenler olmak lizere kompleks
sayilarla ayni islem kurallarina uyan degisken ciftine “kompleks
degisken” denir; z = (x, y) veya z = x + iy ile gosterilir.

x = Re z=Re(z) : z'nin reel kismi
y =Im z =1Im(z) : z'nin sanal kismi

Im - e
r =|z| = y/x?>+4 y?: z'nin modiilii

1 cos(0) ) V.7
y z=x+iy (mutlak degeri) 0 < r < o0
; ¢ 5in6) 0 = arctan (y/x) : z'nin argiimani
i 0<0<2r
. Re

R'yi dogru lizerinde gosterirken, C'yi diizlemde gosteririz.
Buna kompleks diizlem denir. Bu resme de Argand diyagrami

adi verilir.
2. Bolge: m >0 >m/2 | 1. Bolge: /2 >6>0

3. Bolge: 37/2>60 > | 4. Bolge: 2r > 60 > 37/2
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z'nin Kutupsal Gosterimi

eX:1+x+§—T+§—T+--- serisinde x = i koyup i* = —1,

i3 = —i, i* =1, vd kullanirsak, ardindan
2 4
Kompleks COSQ: _97|+97|_+
Sayilar ve . 923 9%
Fonksiyonlar sin 0 — 0 — 37 + BT — + ..
yazarsak sunu elde ederiz.
e = cosf +isinf Euler formiilii

Simdi, kompleks diizlemde z'yi yeniden yazalim.

0

z=x+1iy =r(cosf +isinf) = re’® De Moive formiilii

Z = x4+ iy : z'nin kartezyen temsili

z=re'’ . z'nin kutupsal temsili
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Ornek: Kutupsal Gésterim

(a) z= —1+i (b) z =3 — 31/3i kompleks sayilarini kutupsal
gosterimde yaziniz.

Kompleks Coziim: (a) Bu nokta r = \/(—1)2 + 12 = /2 yaricapli
Fomiciyontar cember Ulzerinde. tan® = (+1)/(—1) ise =7 — /4 =371 /4
clinkl 2. bolgede

z = V/2[cos(3m/4) + isin(37/4)] = V2374 (9 = 135°)

(b) Bu nokta r = \/(3)2 + (—3+/3)2 = 6 yarigapli cember
lizerinde. tan = (—3v/3)/(+3) ise = 27 — 7/3 = 57/3
clinkl 4. bolgede

z = 6[cos(57/3) + isin(57/3)] = 6e™™/3 (6 = 300°)
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Kutupsal Gosterimde Bazi Islemler

71 = ne'’ ve z, = ne® iki tane kompleks degisken ve n bir
tamsayi olsun.
o 2120 = rire1192) = ppcos(6y + 602) + isin(61 + 62)]
® z/zp = %e’wl*‘%) = 2cos(by — 02) + isin(61 — 62)]

Kompleks -
S o 2] = ()" = rPcos(nby1) + isin(nf1)]

Fonksiyonlar

Kompleks diizlemde argiimani 27 kadar artirdigimizda ayni z
noktasina geliriz, ¢iinkii sin(f) = sin(6 + 27k) ve
cos(f) = cos(f + 2wk) burada k =0,1,2,---. O halde,

z=re' = r/0t27K) =012, ...

Artik, z'nin n. dereceden kokiinu tanimlayabiliriz.

1/n _ rl/nei(0+27rk)/n

1/n 0+ 27k .. (0+27k
=r Ccos - —+ 7sin -

Dikkat! Burada k =0,1,2,--- ,n— 1. .

z




Ornek: Kok Bulma

z3 — 1 = 0 denkleminin ¢dziim kiimesini hesap ediniz.

Cozim: 23 =1=1+i0ise r=v124+02 =1 ve

Kompleks

Sepribr v tanf =0/1 = 0'dan 8 = 0 olur. O halde,

Fonksiyonlar 3 i0

73 = /0 = /(0+27K) yazabiliriz.

: 2wk 2wk
5 i(0+2mk)/3 _ cos<73r> + isin<7;> . k=0,1,2

k =0 igin z; = cos(0) + isin(0) =1
k=1icin zp = cos({) + ISIH(%T) = —% + i§
k=2i¢in z3 = cos({) + lsm(%”) = —% — i§

Kompleks diizlemde birim cember lizerinde 6 = 0°, 6 = 120°
ve 0 = 240° acilarindaki noktalara karsilik gelirler.
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Kompleks
Sayilar ve
Fonksiyonlar

Ornek: Cebirsel Denklem Coziimii

2

Coziim: Once 1+ i'yi kutupsal koordinatlarda yazalim.
14+i=+12+ 12¢flarctan(1/1)+2mk] \/ie(ﬂ'/4+2ﬂ'k)l-
Simdi soruda verilen esitligin In'ini alalim.

222 =InV2+ (% +2mk)i = £ In2 + (§ + 2mk)i

1 .
22 = 1 In2+ <% +7rk) i = re'(0+27)

Burada r = \/1—16 In?2 + 72(3 + k)2 ve

1/8+k 148k .
ﬂ((ln/2;/r4) = 7T(2|—:2 ). Sonucta z soyle olur.

1 1\?
= |—=In?2+7%(k+=
z [16n +7r<+8>

Burada /=0,1ve k=0,1,2,---

tanf =

EE

ei B tan—1 (7(21|tgk)>+7rl]

e =1+ bagintisini saglayan tim z degerlerini bulunuz.
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Kompleks
Sayilar ve
Fonksiyonlar

Kompleks Fonksiyonlar 1

z={z1,25,23-- -} kilmesine tanim bolgesi diyelim.

w = {w1, wa, w3 - -} kiimesine de deger bolgesi diyelim.
Tanim bolgesi z-kompleks diizleminde bir bolgedir, deger
bolgesi de w-kompleks diizleminde bir bolgedir.

w = f(z) kompleks fonksiyonu tanim bdlgesinde bulunan her
bir kompleks sayiya deger bolgesinde bulunan bir kompleks
sayly! bire bir ve orten olarak atayan bir kuraldir.

Ornek: w = 72 fonksiyonunun
z-diizlemindeki ABCD kenarl
kare bolgesini w-diizleminde
hangi bolgeye tasidigini
bulunuz. Bu isleme kompleks
fonksiyonun tasviri denir.
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Kompleks Fonksiyonlar 2

w = z2 fonksiyonunu acik¢a yazalim,
u+iv=(x+iy)? = x> — y? + i2xy. Boylece,

\G/!;orler U(X,y) =x* — y2 ve V(va) = 2xy

Kompleks A kenari: 0 < x <1vey=0oldugu icin v = 0 dogrusu ve
|s:2.y-.t2iry2ilar u=x>yani0<u<1.

integral B kenari: x =1ve 0 <y <1 oldugu icin v = 2y'den

:/:am?n y =v/2. Bunu u=1— y?'de yerlestir; u =1 — v2/4
R paraboli, 0 < v < 2.

Denklemler

Ckenari: y=1ve 0<x<1
oldugu icin v = 2x'den
x=v/2. Bunu u=x?—1'de
yerlestir; u = v?/4 — 1
paraboli, 0 < v < 2.
D kenari: 0<y<1lvex=0
oldugu icin v = 0 dogrusu ve
u=—y?vyani -1 <u<0.
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Kompleks Fonksiyonlarda Turev

Reel f(x) fonksiyonunda xp noktasi dogru lizerinde
oldugundan sadece sagdan ve soldan yaklasarak limitler alip,
iki sonug¢ ayniysa xp noktasinda tiirev tanimhiyorduk.

Sl Kompleks f(z) fonksiyonu icin zy noktasi diizlemde yer
BopiSiventy aldigindan zy noktasina sonsuz sayida yonden yaklasabiliriz.

Bu da tiirev tanimini biraz daha zorlastirir. Sembolik olarak
soyle yazacagiz.

. f(z+Az)—f(z) df _ _, . _
dm LD T ==
Ornekler
O w = AzKise w = AkzK1
® w = cos(z) ise w' = —sin(z)

0 (miwo) = wiws + wyw)
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Analitik Fonksiyon

Bir f(z) fonksiyonu D bolgesinde tek degerli ve sonsuz defa
tlirevi alinabiliyorsa f(z) bu bolgede analitik fonksiyondur.

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) kompleks fonksiyonunun analitik

Sovierve olmasi icin asagidaki iki Cauchy-Riemann kosulu gerekli ve

Fonksiyonlar

yeterlidir
Bf of
0 ve 5o kismi tiirevleri (veya ) siirekli olmalidir.
— ('9v ou __ _
(2] a =5 Ve 5, = E sartlar (veya -2 az* 0)

saglanmalidir.
Ikinci sartin birinci esitliginin x tirevini ve ikinci esitligin y
turevini alip taraf tarafa toplarsak § Py o + 8 = 0 buluruz. x ve
y tirevlerinin yerini degistirerek % + 872 = 0 elde ederiz.
Yani, u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlari 2-boyutlu Laplace
denklemini saglarlar. O nedenle, u ile v fonksiyonlarina
“harmonik fonksiyonlar” denir.
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Kompleks
Sayilar ve
Fonksiyonlar

Bazi Temel Kompleks Fonksiyonlar 1

Polinomlar: f(z) = cg + c1z + ©z? + - - - + ¢,z" fonksiyonu

n. dereceden polinomdur. Her z icin analitiktir.

Ustel Fonksiyonlar: f(z) = e = &% = eX(cosy + isin y)

Her z igin analitiktir.
Trigonometrik Fonksiyonlar: Euler formiili yardimiyla
eiz _ efiz eiz 4 efiz
sinz=——— ve cOSZ=——
2i 2
Hem sin z hem de cos z fonksiyonu her z icin analitiktir.
Hiperbolik Fonksiyonlar: Euler formilii yardimiyla

. ef —e % e“+e *
sihhz=——— ve coshz= —7—

2 2

Her iki fonksiyon da her z icin analitiktir. ézellikler;

2

® cos’z+sinz=1 ® cos(ix) =coshx, x€R

e cosh?z—sinh?z =1 ® sin(iy) =isinhy, yeR
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Bazi Temel Kompleks Fonksiyonlar 2

Logaritma Fonksiyonlan: Inz = In (re®) =Inr +if
Ancak kompleks z-diizleminde arglimani 27'nin tam kati kadar
artirdigimizda ayni noktayi elde ederiz.

Kompleks |nz:|nr—|—l(0+2ﬂ'k)7 k2071727"'

Sayilar ve
Fonksiyonlar

Bu fonksiyon tek-degerli olmadigi icin analitik degildir. Bu
fonksiyon sonsuz kathdir, yani sonsuz tane k degeri (ayni z
degeri) icin sonsuz tane farkli In z degeri veriyor.

Kesirli (Rasyonel) Fonksiyonlar: P(z) ve Q(z) iki analitik
fonksiyon olmak lizere

P(2)
Q(z)

rasyonel fonksiyonu Q(z) # 0 olan noktalarda analitik olurlar.

f(z) =

z/" Tiiriinde Fonksiyonlar: n > 0 bir tamsayi olmak iizere
f(z) = z}/" fonksiyonu n-katl oldugu icin analitik degildir.
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Ornek: Analitik Fonksiyon Olabilir mi?

Bir kompleks fonksiyonun reel kismi Ref(z) = 4x%y + xe” ise
f(z)'nin analitik olamayacagini gosteriniz.

Coziim: u = 4x°y + xe¥ biliyoruz. Cauchy-Riemann

Kompleks

Sayilar ve kosullarini yazalim.
Fonksiyonlar
ov _ Ou 0 (O0v
_ y — (=) =
dy  ox =By te T ox (3)/> o
3v N 8U _ 2 y 8 8‘/ _ y
Ix @_ Ax xe = 8y<8x>_ xe
Burada
5%v 9%y
0Oxdy = OdyoOx

oldugu icin f(z) analitik olamaz.

. 2 2 o .
Dikkat! Ef(—a”y = a‘za”x oldugunu kontrol ediniz.

69/327



Ornek: Analitik Fonksiyonu Bulun

Bir kompleks fonksiyonun reel kismi Ref(z) = e*cosy — x ise
f(0) = 3 kosulunu saglayan analitik f(z)'yi bulun.

Cozim: u = e*cosy — x biliyoruz. Ik Cauchy-Riemann
empls kosulunu kullanalim, g—; = % = eXcosy — 1. O halde,

Sayilar ve
Fonksiyonlar

v:/(excosy—l)dy:eXsiny—y+C(x)

Simdi ikinci C-R kosulunu, % = —g—;, kullanalim.
dC dC
eXsiny—l—E:exsiny = E:o = C((x)=G

Boylece, f(z) = u+iv=e"cosy — x+i(e*siny —y + Gy) =

e*(cosy+isiny)—(x+iy)+iCo = eXe¥ —z+iCy = e —z+iCy.

Burada f(0) = 3 ise iCy = 2 olur. Sonugta, f(z) = e —z+2

i | v Pv
buluruz. Dikkat! Burada Oxdy — Dydx-
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Kompleks integraller 1

Eger f(z) fonksiyonu kompleks

4 diizlemde bir R bolgesinde
surekli ve tek-degerli bir
(—IC\' fonksiyon ise f(z)'nin C egrisi
?;TZFfZ R boyunca integralini soyle
Fonkeiventar x  tammlanz.

/Cf(z)dz_/c(u—i—iv)(dx—i-id}’)

A
Soru: [z dz kompleks

integralini sekildeki (a) 3+ 3i
C egirisi, (b) Gy egirisi,
(c) G egirisi, (d) kapali
C+ G + (—G) egirisi
izerinden hesaplayiniz.

Y

aTr
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Kompleks integraller 2

Co6ziim: (a) C yoriingesi y = 1 ve x : 1 — 3 dogru pargasidir.
O halde, dy =0 ve z = x 4+ i ve dz = dx olur.

3

3 X2
/ZdZ:/(X+i)dX:<+fX> =442
Kompleks C 1 2 1

Sayilar ve
Fonksiyonlar

(b) G yoriingesi x =3 ve y : 1 — 3 dogru pargasidir. O
halde, dx =0 ve z =3 + iy ve dz = idy olur.

3 yz 3
/ZdZZ/(3+iy)idy=<3iy—> = —4+6i
G 1 2 1

(c) G, yoriingesi y = x ve x : 1 — 3 dogru parcasidir. O
halde, dy = dx ve z = x + ix ve dz = (1 + i)dx olur.

3 2\ 3
/zdz—/(1+i)2xdx—2i(> = 8i
Cz 1 2 1

() [crc, ¢ zdz=(4+20)+ (~4+6i) + (~8/) = 0
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Kompleks integraller 3: Cauchy Teoremi

Onceki sorunun (d) sikkinda buldugumuz sonug geneldir.
Bunu Cauchy teoremi olarak veriyoruz.

Kompleks =
Sayilar ve r Iy

Fonksiyonlar

Kompleks diizlemde D bolgesinde ve bunu cevreleyen kapal C
egrisi lizerinde analitik olan f(z) fonksiyonunun bu C kapali
egrisi lizerinden integrali her zaman sifirdir.

ygcf(z) dz =0
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Kompleks
Sayilar ve
Fonksiyonlar

Sorular ve Coziumler

Soru: €37 =

bulunuz.

—1 4/ bagintisini saglayan tiim z degerlerini

Coziim: Oncelikle —1 + i kompleks sayisini re’(0+27k)

biciminde yazalim.

r=4/124+(-122=v2 , H_arctan<_11>_

O halde
. .37 1
o371 — 21/2e:(37+27rk) - 3zi= 5 N2+ i <3: + 27rk>

yazabiliriz. Son olarak z yi ¢ekersek sonug su olur.
u + k27r / In2 k=0,£1,+£2
ZzZ = —_ _— — —1n = o
4 3 6 b b ) )
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Sorular ve Coziumler

X

Soru: Reel kismi u(x,y) = e *siny — 45z olan f(z)
kompleks fonksiyon, analitik olabilir mi? Gosteriniz. Eger
"evet” ise, analitik fonksiyonu bulunuz.

Kompleks Coziim: f(z) = u(x,y) + iv(x,y) fonksiyonunun analitik
e olabilmesi icin hem u hem de v iki-boyutlu Laplace denklemini

saglamahdir. Kontrol edelim.

Oou X giny 4+ x? — y? N

—— = —e “sin _—

Ox Y (x2 + y?)?
0%u Cx 6xy? — 2x3
— =€ “siny+ ———
0x* (2 +y2)?

ou x 2xy

—— =€ "cosy+ ——

dy (2 +y2)°
d%u . 2x3 — 6xy?
S5 =€ “siny+ ———=

dy* (x2 +y?2)
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Sorular ve Coziumler

Evet! Gercekten % + giyg = 0 saglaniyor. O halde, analitik
f(z) vardir. Simdi, v(x, y) belirlemek icin Cauchy-Riemann
sartlarini kullanalim.

Kompleks
Sayilar ve
Foiksiyonlar av 8” - ( ) 8”8
_ e —_—— VIX = - —O0X
ox Oy i Oy
2x
V(X,y) = —/ [e_x cosy + ()(2_’_);2)2 Ox
o y
=e *cosy + 2+y2—|—C(y)

x e gore kismi tiirevden integrale gectigimiz icin integral sabiti
y ye bagh olabilir: C = C(y). Simdi de C nin y bagimliligini
belirlemek igin Cauchy-Riemann sartlarindan digerini
kullanalim:
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Sorular ve Coziumler

v _9u  dC(y)
dy  Ox dy

Yani C(y) niceligi y'ye bagh degil, gercekten bir sabitmis! O

=0

Kompleks
izi‘lizli’y\;ilar h a |de’
Zx . X - y
f(z) =e*s - — e *cos — C
(2) ny-aEt yta 2|t
. . X =1y
= — ——=+C
e *i(cosy — isiny) 21 y? +
C Cx i X — iy
=je Xe YV — - - C
(x +iy)(x —iy)
— I'ef(X+I'y) o 1 + C
X+ iy
., 1
=je?—-——-+C

V4
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Sorular ve Coziumler

Soru: f(z) = 1/z fonksiyonuna gore z-diizlemindeki y = 1/4
dogrusunun w-dlzlemindeki tasvirini bulunuz ve sekil ciziniz.
z-diizleminde sekilde gosterilen tarali serit seklindeki bolge
w-duzleminde hangi bolgeye haritalanir? Sekil cizerek
gosteriniz.

Kompleks
Sayilar ve
Fonksiyonlar

S

Il
p—
—
A

X

Coziim: Oncelikle u ile v'yi x ve y cinsinden yazalim.

1
w=- = u+iv= - =
z X+ 1y Xc+y
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Sorular ve Coziumler

O halde,
X -y
u:X2+y2’ V:x2+y2
Kompleks Her ikisinde de y = 1/4 yazalim.
in‘kzli’y\z/)i lar
bs -1/4
U= —5——7—, V= —
X2 +1/16 x2+1/16

Simdi de taraf tarafa bolelim.

—u
X = —
4y

Bu sonucu bir ust satirda u'da veya v'de kullanirsak u ile v
arasinda
PHvi4+4v=0

bagintisini elde ederiz. Bunu da tam kare biciminde yazarsak
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Sorular ve Coziumler

w4 (v +2)? =22

sonucuna ulasinz ki bu denklem merkezi (u, v) = (0, —2)

e noktasinda olan 2 br yaricapli bir cemberi tanimlar. Buna gore
Fonkeiyonlar seridin i¢ bolgesi bu dairenin dis bolgesine haritalanmistir.

Asagidaki sekle bakiniz.
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INTEGRAL HESAPLARI
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Temel integral Bilgimiz

® Toplama isleminin ters islemi ¢ikarma islemidir.
® Carpma isleminin ters islemi bélme islemidir.
e Tiirev isleminin ters islemi integral islemidir.

e Geometrik olarak tiirev, bir egrinin (ya da fonksiyonun)
tegetinin egimini verir.

integral
Hesaplan

® Geometrik olarak integral, bir egriyle (ya da fonksiyonla)
eksen arasinda kalan bolgenin alanini hesaplatir.

® ¢ keyfi bir sabit olmak tzere
f(x) = 2x3 — 4x2 + cise & = 6x% — 8x

o [ddx = [(6x% —8x)dx = 2x* — 4x% + c = f(x)

° [dx=x+cveya [dt=t+cveya [dx®=x?>+c.
Yani, [ d(birsey) = (birsey) + ¢

® a=sbt olmak lizere [dv = [adt = v=yv+at
burada vy integral sabitidir.
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Integral Alma Teknikleri

Integral hesaplarini kabaca asagidaki sekilde gruplayabiliriz.

Belirsiz Integraller | Belirli Integraller

Degisken atama Belirsiz integralde sinirlari yerlestirme
Kismi integrasyon Bilinen integrallerin kullaniimasi
integral Rezidii teoreminin kullaniimasi

Hesaplan

Ornek: Degisken Atama Yontemi

_ xdx _9
I— X2+1 —

Burada x? + 1 = y diyelim. 2x dx = dy oldugu icin
x dx = dy /2 yazarz.

1 [d 1 1
I:§ 7y:§|ny+c:iln(x2+1)+c

Burada c'ye integral sabiti denir.

83/327



Ornek: Kismi integrasyon

I:/xzsinxdx =7

Coziim: d(uv) =duv+udvise [udv=uv— [vdu
esitligine kismi integrasyon denir.

Sorumuzda u = x? ve dv = sin x dx dersek

integral

Hesaplar: du = 2xdx ve v = —cos x. O halde, | soyle olur.

| = x2cosx+2/xcosxdx

Sagdaki ikinci terimde tekrar kismi integrasyon yapalim.
u = x ve dv = cos x dx dersek
du = dx ve v = sin x olur.

| = —x?cosx +2 (xsinx— /sinxdx)

= —x%cosx + 2xsinx + 2cosx + ¢
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Ornek: Belirsiz integralde Sinirlan Koy

1
,:/ A,
0o V1—x2

Once bunu belirsiz integral olarak hesap edelim. Degisken
doniisimi yaparak hesaba baslayabiliriz.

x =sinf dersek dx = cosf@df ve 0 < x < 1liken 0 <0 <7/2
olur.

integral
Hesaplan

/2 cos df
0 V1 —sin%0

Burada cos? @ +sin20 = 1 ise cos?26 = 1 — sin?# kullanahm.

w/2 w/2
l:/ cos@d&z/ do—0
0 cosf 0

| =

/2

0 2
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Bilinen Integrallerin Kullanilmasi

Ornek: Koordinat Sistemini Degistirme 1

/ :/ e dx =7
0

Cozim: 0 < x < oo oldugu icin bu integral, xy-diizleminin
integral sag yari bolgesinde cizgisel integraldir.

Hesaplan
x — y yazalm; | = fooo e’ dy. Bu da xy-diizleminin Ust yari
bolgesinde cizgisel integraldir. O halde,

/ / (*+y?) dxdy

Bu integral, xy-diizleminin sag ist ceyrek bolgesinde ylizey
integralidir. Kutupsal koordinatlara gegelim.

x=rcosf, y=rsinf, dA= (dx)(dy)= (dr)(rdd)
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Ornek: Koordinat Sistemini Degistirme 2

Ust sag ceyrek bdlge: 0 < r < oove 0 <60 < /2.

w/2 oo )
12 :/ / e " rdrdf
0 0

Burada foﬂ/z df = /2 hesap edilir.

integral

Hesaplari T o) 5
1? = / e " rdr
0

Degisken degistirelim; r? = u ise rdr = du/2.

™ [ T c©
I2:* —Ud :——( —U) _ —
4/0 e =73 )y T3

Bunun karekokunu alalim.

/:/ e dy = VT
; 2
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Ornek: Gauss Integrali

+oo
| = / e~ dx =7 burada a > 0 sabit.

—0o0

Bu integrali iki integralin toplami olarak yazalim.

0 ) +o0 )
integral / = evaX dX + eiax dX
Hesaplan 0

—00

Ik integralde x — —x yazalim.

0 ) +o00 ) +o00 )
| = —/ e~ dx —|—/ e dx = 2/ e dx
o) 0 0

Simdi de v/ax =y diyelim. | = 2= [(* e dy = %@

Sonucta;
/+Oo e dx = | =
oo e
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Ornek: Simetrilerin Kullaninu 1

+oo )
| = / x°e " dx =? burada o > 0 sabit.

—00

integrali iki parcaya ayiralim.

0 ) +o0 )
integral I_/ XSG*OIX dX+/ X5efozX dX
0

Hesaplan
—0o0

Ik integralde x — —x yazalim.

0 ) +o0 )
| = / (—x)°e™ () d(—x) + / xPe™ " dx
0

[e.9]

0 ) “+o00 )
:/ x2e™ X dx+/ x2e ™ dx
0

(e o]

[e%e] s —+oc0 s
= —/ x2e™ dx—l—/ x2e ™ dx =0
0 0
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Ornek: Simetrilerin Kullanimi 2

En genelde
f(—x) = —f(x) antisimetrik (veya tek) fonksiyon,
g(—x) = +g(x) simetrik (veya cift) fonksiyon olmak iizere

+a
integral / f(X)dX — 0

Hesaplan —a

+a
/ f(x)g(x)dx =0

—a

Burada a bir sabit.
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Ornek: Kompleks Degiskenlerin Kullanini

« pozitif ve A keyfi sabitler ise

| = / e~ cos (Ax) dx =7
0

Burada cos (A\x) = Re [ef)‘x] yazalim.

integral
Hesaplan

| = Re/ e~ e dx = Re/ e (@=idx gy
0 0

Re -1 e—(a—i)\)x
o — i\ 0

o0

-1 —ax e
Re [a — (cos(Ax) + ISIn(AX)):|
1 a+iA o

a—ixn SR AT ary Al

0
= Re

’n’frl burada n > 0 ve o > 0 sabitler.
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Ornek: integralin Parametreye Gore Turevi

o0 2
/:/ xte ™ dx =7?
0

Once « parametresine bagh bir integral tanimlayalim.

/(a)—/ x*e dx  Syle ki (1) = |
0

integral
Hesaplan

Su integrali biliyoruz; fooo e— %% dx — %\/g
Bu esitligin a'ya gore iki defa kismi tiirevini alalim.

R 2 (1 [7
9 B VA I (e i
da? < /0 ¢ X) a2 (2 \/;)

o0
o2 3 /7
X4e ax dx = — 5
0 8 «

Sonucta,
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Ornek: Kareye Tamamlama 1

a pozitif ve b keyfi sabitler olsun. Hatta b saf sanal bile
olabilir; yani b — ib olabilir.

+oo
I = / e by =7

—00

integral
Hesaplan

Burada ussliyu diizenleyelim.

_ax2+bx:—a<x2—sx> :_a[(x_i>2‘(i>2]

b\> P
= —a (x — 23) + 13
Bunu integrale yerlestirelim.
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Ornek: Kareye Tamamlama 2

integral
Hesaplan

Degisken degistirelim; x — % =y ise dx = dy ve

—00 <y < +o00.
2 +00
I = eia/ e dy

—00

Buradaki Gauss integralinin sonucunu biliyoruz.

+o0
| = / e—aX2+bde — \/?eb2/4a
oo a
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Ornek: Sabit Vektorlii integral 1

u pozitif, A keyfi sabitler ve k sabit bir vektdr olsun.
= /Ae_“reiE‘Fd3F’:?
r

Burada sadece bir tane integral isareti gorsek de d3F terimi bu

integral

esselan inetgralin t¢ kath oldugunu gosterir. Integrantin icinde r
gordiigiimiiz icin kiiresel koordinatlarda calisiriz.

d®7 = (dr)(rd6)(rsin8dp) = (r>dr)(sin 0dOd¢) = r’drdQ

Burada dQ'ya kati aci elemani ve d37 hacim elemani denir.
00 r2 ™ - 27
I:A/ dre_’”/ dasinee'“/ d¢
0 r 0 0

95/327



Ornek: Sabit Vektorlii integral 2

R3 uzayinda eksen takimini secmekte serbestiz. Eger sabit bir
vektor k varsa, z-eksenini bu vektore paralel segmek islemleri
cok sadelestirir ama genellikten hicbir sey kaybettirmez.

Boylece, z-ekseni || k oldugu icin k.7 = kr cos 6 olur.

_ e’} ™ . 27
iegral I=A / dr re " / df sin fe™r <osb / do
0 0 0

Burada ¢ integrali kolayca Iy = fozw d¢ = 27 cikar.

0 integralinde degisken donusimii yapalim; cosf = u ise

sinf0df = —du
™ . _1 .
IG — / dosin eelkrcosé’ — due/kru
0 +1
1 ikru} u=+1 2 eikr _ g—ikr 2
- - - _Z k
ikr {e u=—1  kr 2i kr sin(kr)
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Ornek: Sabit Vektorlii integral 3

Bu iki sonucu integralimize yerlestirelim.

o0
| = 4rA dr e " sin(kr)
k Jo
integra Burada diger tiim parametreler reel oldugu icin
Hesaplan sin(kr) = Im[e’*"] kullanabiliriz.
[e.e]
| = 47rAIm/ dr e Hrelkr
k 0
_47rA|mp+ik _47TA k
k 2+ k2 ko 2+ k2
_ AnA
T

Burada k ile k'nin boyunu gosteriyoruz.
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integral
Hesaplan

Sorular ve Coziumler
Soru: Asagidaki integrali hesaplayiniz.

/:/ smxdx
0 X

Cozim: /'y reel o parametresinin bir fonksiyonu olarak
yazalim.

O halde, I = 1(0) olur. Yani, dnce /(«)'yi hesaplayacagiz. En
son, o = 0 yerlestirerek cevabi elde edecegiz. /(a)'yr hesap
edebilmek icin once /(«)'nin a'ya gore tiirevini alalim.

/ o0
di(a) = / sin xe~ “*dx
0

do
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Sorular ve Coziumler

dl > ; <
d(a) = —/ (Ime™) e™*dx = —Im/ eXe™dx
o 0 0
> : 1 1
= Im/ e (=X gx = —Im = ——
integral 0 a—1 o + 1

Hesaplan

Boylece /(a)'y1 hesaplariz.

d
l(a):—/azil: C — arctan«

Integral sabiti C'yi belirlemek icin /(c0) = 0 kullaniriz;
0= C — arctan (c0) ise C = 7/2. Boylece,

I =1(0) = g — arctan (0) =

99/327



Sorular ve Coziumler

Soru: Asagidaki integrali hesaplayiniz.

o0 2
/ :/ x2e 3 dx
0

Coziim: Once o > 0 sabiti cinsinden bilindik bir integral
yazalim.

integral

Hesaplan o0 ) 8 o0 N
l, = x2e Y dx = —— e dx
0 da Jo

O halde, I3 = I olur. Yani, once I, integralini hesaplayacagiz.
En son, o = 3 yerlestirerek cevabi elde edecegiz.

/__i Ooe—axzdx__i 1/my_1 /=
T da S, 0o \2Va) 4alVa

Burada a = 3 yerlestirerek cevaba ulasirz.

[e.o]
2 —3x? 1
dx = —\/ =
/Oxe Ix o\ 3
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Matrisler

Matris Nedir?

Eski Latince'de matrix, matric "rahim” sozcligiinden, yeni
Latince'de matrix "ici bos kalip, matematikte matris”
sozcliglinden alintidir.

Bugiin bizim i¢cin matris, sayilarin veya terimlerin diktortgen
cerceve icine dizilmis halidir; Dizgi, dizilis, tablo.

At A - Arg

Ax Axp - Ao
A= . . .
: : A,-J- :

Aml Am2 e Amn

Burada Ajj'lere A matrisinin elemanlari veya bilesenleri denir.
Bu matris m X n matristir, yani m tane satir ve n tane sutun
vardir; 1 <i<mvel<j<n.
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Matrislerde Toplama ve Carpma

Eger m = n ise A matrisine kare matris adi verilir.

Not: A; € R veya A;; € C olabilir.

(A+B)U:AU+BU

(AB)j =Y AuBy
K

(M);j = AA; burada A eC

Matrisler

Notlar:
@ AB # BA carpma komutatif olmayabilir.
® AB'de A'nin satiri ile B'nin sutunu carpihr.

©® AB'nin tanimli olmasi i¢in A'nin siitun sayisi ile B'nin
satir sayisi ayni olmahdir.
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Sifir Matrisi ve Birim Matris

Sifir Matrisi: Butin elemanlan 0 olan matris.

00 ---0
00 ---0
o=|. .
o 0
00 ---0
Matrisler
Birim matris: Kosegen elemanlari 1 diger elemanlari sifir olan
matris.
1 0 - 0
o1 - 0
I=1. . .
L0
00 ---1

Yani, I;; = 6;; Kronecker deltasi
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ﬁ

Ornek: iki Matrisin Toplanmi ve Carpimi

a=(01) v e=(3 )
ise (a) 6iA =7 (b) A+ B =? (c) AB =?

- . 12/ —6
Coziim: (a) 6/A = < 0 6i>

(b) A+ B = <§ _12_+I.">
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Temel Bazi Islemler

Bir matriste asagidaki temel islemler tanimlidir.

Matris ‘ Bilesenler ‘ Ornek ‘
1 i

8 Ai <1 + i )
Matrisler T T 1 1 _F I

Transpoz A (A )ij = Aji

Kompleks eslenik A* | (A*),; = A% (1 1 )

Hermitsel  eslenik (AT)U = (A" < 1 )

veya adjoint Al =

(AD) = (A)"
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Matrisin Determinanti 1

2 X 2 matrisin determinati

A1 A12> Al A
detA = det = = A11A> — ApA
< Aot Ag Aor Ao 11A22 12A21
3 x 3 matrisin determinati
. Aun A A Axp A Ay A
Matrisler Anr Az Aozl = Anr As  Ass — A Ay Ass
A1 A Asz
Axi Ax
+ A
BlAs As

En genelde n x n matrisin determinantini soyle ifade edebiliriz.

detA =) "(~1)"A;;Minér[Ay/]
i=1
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Matrisin Determinanti 2

Burada Minor[A1;] niceligi A matrisinin 1-inci satir ve i-yinci
sutiinu silinerek elde edilen (n — 1) x (n — 1) altmatrisin
determinantidr.

Not: A matrisinin 1-inci satir olmak zorunda degil.
Satirlardan birini alabiliriz. Hatta herhangi bir siitunu alarak
da determinanti yazabiliriz.

Matrisler

Ozellikler

@ Bir matrisin iki satir veya iki siitunu yer degistirirse,
determinatin isareti degisir.

@ Bir matrisin iki satir veya iki stitunu ayniysa, determinati
sifirdir.

© det(ABC) = (detA)(detB)(detC)
O det (AT) = detA
@ det (A7) = (detA)*
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Matrisin izi

A matrisinin kosegeni tizerindeki elemanlarin toplamina A
matrisinin izi denir ve Tr ile gosterilir. Ingilizce trace: iz

demektir.
n n n
Matrisler ] P J:1
Ozellikler:

© Tr(AB) = Tr(BA)
® Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA)
® Tr (AT) = (TrA)*
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Matrisler

Matrisin Tersi 1

A matrisinin tersi A~! asagidaki bagintiyla tanimlidir.
ATA=AAT =T = Z i Ak = 0ij

Burada Ay; ve d;; icindeki n? tane sayiyi biliyoruz ama (Afl)
icinde n? tane bilinmeyen var. Bu n? tane bilinmeyeni olan n
tane denklem coziildiiglinde asagidaki pratik sonuca ulasilir.

é’k

_ (1)
(A 1)1'1': JetA Minor[A;i]

Dikkat! Soldaki ij dizilisine karsin sagda ji dizilisi var.
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Matrisin Tersi 2

Mindr[A;i]: A matrisinin j-yinci satirini ve j-yinci siitununu
silerek elde edilen altmatrisin determinantidir. “Minor” yerine
bazen “kofaktor” de denir.

Not: Bazi kitaplarda (—1)*/Minér[A;;] terimine Minér[A;]
yazar. Yani, +1 carpani minor tanimi icine konulur.

Matrisler

Ozellikler:

® detA =0 ise A~! yoktur. Bu durumda A'ya tekil matris
denir.

® (ABC) ! = C 1B 141
© det (A1A) =det] = det(A71)det(A)=1
Boylece, detA~! = 1/detA
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Ornek: Matrisin Tersi 1

2 i 0
A=[3 1 5 ise A7l =7
0 —i -2

Coziim: Once determinant hesap edelim.

1 5 A3 5
Matrisler detA - (2) ‘—I —2‘ N (I) O —2’ + (O)
=(2)(-2+5i)—(i)(-6—-0)+0
= —44 16/
detA # 0 oldugu icin A~ vardr.
Simdi de minorleri hesap edelim.
Min[A11] = ‘_1 > ‘ =—-2+405i

-2

o

3
0
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Matrisler

Ornek: Matrisin Tersi 2

hﬂin[/ﬁlz] =
hﬂin[/QQl] =
hﬂin[/423] =

hﬂin[/432] =

WN ON

_52' =6, Min[A13] = ‘g —1i =-3i
_02‘ =—2i, Min[Ap] = ‘(2) _02’ =4
_i,- ==2i, Min[A31] = 1 (5)‘ =5j

2‘ =10, Min[As3] = E 1 =23

Bu sonuglari (A_l),.j = (;it):jMinér[Aj,-] bagintisina

yerlestirelim.
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Ornek: Matrisin Tersi 3

Min[All] —Min[AZI] Min[A31]

Al = e | “Min[A1a] - Min[Ax] - —Min[As)]
et Min[A13] —Min[A23] Min[A33]
Matrisler 2 I 0
Sonugta, A= (3 1 5 | matrisinin tersi yazilir.
0 —i -2

) —24+5i 2i 5
AL = 6 6 —4  -10

—3i 2i 2-—-3i
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llave Matris Ozellikleri

@ Eger A* = A ise A reel matristir.

® Eger A* = —A ise A saf sanal matristir.

© Eger AT = Aise A simetrik matristir.

O Eger AT = —Aise A anti-simetrik matristir.

© Eger AT = A ise A hermitsel matristir.

® Eger AT = —Aise A anti-hermitsel matristir.

@ Eger AT = A7l ise A ortogonal (dik) matristir.
©® Eger AT = A1 ise A iiniter (birimsel) matristir.

© Eger i # j icin Ajj =0 (veya Ajj = \;djj) ise A kosegen
matristir.

Matrisler

@ Eger A2 = Aise A idempotent (esgiiclii) matristir.
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Vektorlerin Matris Gosterimi 1

A=Ai+AG+Ak=(1 7 k) |A

Koordinat sistemi degismedigi siirece baz vektorlerimiz
degismiyordu. Bu durumda bu uzaydaki biitiin vektorleri
sadece bilesenleri ile temsil edebiliyorduk.

Matrisler

—

Ax
A= (AX,Ay,Az) = | A

Az
Iki vektoriin skaler carpimini yazalhm.

By
AB=AB+AB, +AB, = (A A, A)|B,
B,

AB=BA = ATB=BTA
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Vektorlerin Matris Gosterimi 2

Not: Eger vektorler kompleks vektorlerse skaler carpimda sira
onemlidir.

—B'A = AB+BA

Matrisler

=24
=2

Ozellik: A.B = (é.A‘)*
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Vektorlerin Matris Gosterimi 3

Iki vektoriin vektorel carpimini determinat yardimiyla
yazabiliriz.

Ax B

>

<
‘<:'> >
,} x>

Matrisler

B
o
W

i(AyB, — A;B)) + 1(A;Bx — AB;) + l?(AxBy — Ay By)

Benzer olarak vektoriin rotasyonelini de yazabiliriz.

VxA=

><3> %‘Q) >
\<j>3‘®§>
S Yo x>
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Lineer Koordinat Dontistimleri 1

Somut bir 6rnek olarak R?'de iki tane kartezyen koordinat
sistemi (eksen takimi) gizelim.

¥ Y
P
o4 N
- I
- 1
] "” ! \\ Xl
y { \
I
Matrisler ® P
|
|
P | —
o x X

X'Y’ eksen takimi XY eksen takimina gore ters saat yoniinde
o kadar donmiis. Ya da,

XY eksen takimi X’Y” eksen takimina gore saat yoniinde ¢
kadar donmuis.

Nasil isterseniz oyle soyleyiniz. Konularin somut olmasi igin
biz birinciyi sOyleyecegiz.
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Lineer Koordinat Dontisiimleri 2

Keyfi bir P noktasinin koordinatlarini iki eksen takiminda da
yazalim; P : (x,y) ve P: (X', y).
Sekli inceleyerek Usstilu ve lsstisiiz koordinatlar arasinda

asagidaki lineer bagintilari yazabiliriz.

x'=cosp x+singy
y'=

Matrisler

—sinp x+cosp y

Bu iki lineer denklemi bir tane matris denklemi olarak
yazabiliriz.

, .
<X/> = < cosw S|ng0> (X> “koordinat donusumi”
y —sinp cosp/) \y

Sagdaki 2 x 2 matrise doniisiim matrisi denir, genellikle R ile
gosterilir ve ortogonal bir matristir; yani RRT = RTR =1
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Lineer Koordinat Dontistimleri 3

Koordinatlarin artis yoniinu birim vektorler ile gostermistik.

x koordinatinin artis yonu
.y koordinatinin artis yonu

x' koordinatinin artis yonu
.y’ koordinatinin artis yoni

R Ry

Matrisler O halde'

) T
) j) = (i A) ( cos® smgo) “baz donustimi”

(A/ ~
—siny cos

Eger baz vektorleri degisirse, vektoriin bilesenleri de degisir.

A=Ad+ A+ Ak=Ad + A7 + ALK
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Lineer Koordinat Donusumleri 4

Sekile bakarak bilesenler arasinda bagintilar yazabiliriz.

A

J

— <

A =cospAx+sinp A,
A, = —sinp A, + cosp A,

Matrisler

u:s-
(R

(Tl
bl

(o] A ? )

Bu iki lineer denklemi bir tane matris denkemi olarak yazalim.

, .
(A,x> _ ( cos ¢ S'”‘p) (AX> “wektér déniisimii”
A, —singp cosp /) \ A,

= ‘/_\” yani \/ﬁ’f\" = \/[f/f

—,

Ortogonal doniisiimde ‘A’
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Lineer Koordinat Donusumleri 5

Buna benzer lineer koordinat donusiimlerini farkinda olarak ya
da olmayarak fizik derslerinde kullaninz. Ornegin;
e Egik duzlem problemlerinde eksenlerden birini egik
diizlem yiizeyine paralel seceriz, digeri de bu yiizeye dik
olur. Bu durumda asagi dogru olan yercekimi ivmesini,

gx = 0 ve g, = —g, yeni koordinat sisteminde
g, = —gsinyp ve g/ = —g cos p olarak bilesenserine
Matrisler ayiririz. Burada ¢ egik diizlemin agisidir.

® Bagil hareketi incelerken asagidaki gibi koordinat
donistimleri yapariz. x’y’ eksen takimi, xy eksen takimina
gore x-koordinati yoniinde v hiziyla hareket etsin.

x'=x—vt
/
y =Yy

t = 0 aninda iki koordinat sistemin orijinleri cakisacak
sekilde kronometreyi baslattik!
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Matrisin ﬁzdegerleri ve Ozvektorleri 1

Bir kare matris (operatdr) bir siitun matrisine (vektore) etki
ederse onu yeni bir siitun matrisine (vektore) doniistiirir.

7 0 O 1 7
01 —i i = i “matris denklemi”
Matrisler O 1 _1 0 —1

Bu bagintiyi kisaca ve soyut olarak soyle yazariz.
AX =y “matris denklemi”

Simdi ozel bir sey isteyelim. Yeni vektor eski vektorle orantili
olsun. Yani, y = Ax. Burada A € R veya A € C bir sabit.

124/327



Matrisin ﬁzdegerleri ve Ozvektorleri 2

AX = AX “ozdeger denklemi”
A: A matrisinin 6zdegeri
X: A matrisinin A\ 6zdegerli 6zvektori

Eger A matrisi n x n bir matris ise n tane 6zdeger olabilir.
Bazen bu o6zdegerler cakisik olabilir.

Matrisler

Teori: Hermitsel bir matrisin 6zdegerleri reeldir ve farkli
ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorler biri birilerine diktir.

Ornek: Asagidaki matrisin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini

bulunuz.
0 4

1
A=10 1 2/
4 =2/ 0
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Ornek: Matrisin Ozdeger Problemi 1

A" = A oldugu goriiliiyor. O sebeple, 6zdegerleri reel olmalidir.

Ozdeger denklemini, AX = AX, acikca yazalim.

1 0 4
0 1 2
4 -2 0
Matrisler
1 0 4
0 1 2
4 -2/ 0
1-A 0 4
0 1—-X 2/
4 —2i =)

Bu denklemi soyut olarak (A — A[)x =

X

N <

N < X

N < X

X
= ,X )/
V4
A0
0 A
00
0
0
0

> O O
<

. —

seklinde ifade ederiz.
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Matrisler

Ornek: Matrisin Ozdeger Problemi 2

Eger det(A — M) #£ 0 olursa x =y =z =0, yani X =0, olur.
Bu asikar ¢oziimii istemiyoruz. O nedenle, det(A — AI) =0
yapan A degerlerini buluruz.

1—-A 0 4
0 1-X 2i|=1-NA+4)(A-5) =0

4 =2i =X
Boylece ozdegerlerimiz \; = 1, Ao = —4, A3 = 5 olarak ¢ikar.
Hepsi de reel!

Simdi her bir A; icin X; 6zvektoriinii hesap edelim.

Ik olarak A\; = 1 ozdegerini yukarida 6zdeger denklemine
yerlestirelim.
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Matrisler

Ornek: Matrisin Ozdeger Problemi 3

0 0 4 X1 0
0 0 2i|(nl=1o
4 -2; -1 Z1 0

Buradan asagidaki tic denklemi yazabiliriz.
42120, 2[21:0, 4X1—2iy1—21:0

Ik iki denklem ayni sonucu verir; z; = 0. Bunu ugtinct
denkleme vyerlesitiririz; y3 = —2ix;. O halde, ilk
ozvektorimuzu yazahm.

X1

1 = —2iX1
0

Not: Her zaman denklem sayisi bilinmeyen sayisindan bir
eksik olur. Son denklem normalizasyondan gelir; |x| = 1.
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Ornek: Matrisin Ozdeger Problemi 4

X1 Ozvektoriinii normalize ederek x;'i belirleyelim.

X1
‘)?1’ =1 = (Xl 2ixq 0) —2ix1 | =1
0

F4+ai=1 = x=1/V5

Matrisler

En sonunda A\; = 1 ozdegerine karsilik gelen normalize
ozvektoru yazabiliriz.

Benzer adimlari takip ederek diger iki normalize 6zvektorii de
hesaplariz.
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Ornek: Matrisin Ozdeger Problemi 5

4

1
Ao = —4 icin normalize 6zvektdr Xo = —— | 2/
2 ¢ 2 3\/5 5

g Y &
A3 = +5 i¢in normalize ozvektor X3:§ i
2

Matrisler

Bu li¢ tane 6zvektoriin ortogonalliklerini (dikliklerini) kontrol
edelim.
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Ornek: Matrisin Ozdeger Problemi 6

2

1
= —_(4 —2i =5)[i]=0
N :

Xp.X3

Buna gore Xi, x>, X3 vektorleri ortonormal bir baz kiimesi
olusturur;

Matrisler X;.X; = 0;; “ortonormallik”

Teorem: Hermitsel bir matrisin normalize 6zvektérlerinden
olusturulan matris, tniter bir matristir.

Ornegin, ¢ozdiigimiz sorunun normalize 6zvektorlerini

kullanalim.
1 4 2 12
N/ VA V5 V5
U=|=2 =2 i - U= 4 —2i =5
V5 3\/53 g 3v5  3v6 3{5
_ = —1
0 3v5 3 3 3 3
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Matrisin Kosegenlestirilmesi 1

Bu iki matrisi carparsak UU' = T oldugunu gbriiriiz. Yani
Ut = U1 oldugu icin U iiniter bir matristir.

Teorem: Hermitsel bir A matrisinin normalize

Szvektorlerinden olusturulan U (initer matrisi, UTAU

carpimiyla A matrisini késegen yapar ve kosegen lizerinde
Matrisler A'nin ozdegerleri olur.

Ornek sorumuza uygulayalim.

A = UTAU
1 2i 1 4 2
s v 0 1 0 4 NN
— | 4 =20 =5 0 1 2 =2 2 I
SO I A VR A
5 3 3 —<! 0 35 3
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Matrisler

Matrisin Kosegenlestirilmesi 2

1 2i 1 —16 10
% 0 i 3/ 3 1 0 0
A= ]| 4 =20 =5 =2 =8 5| _|g —4 0
“ | 3v5 3v5 35/5 V5 35 3|
2 =i 2 o0 20 10 0 0 5
3 3 3 3v5 3

Soru: A ile A’ matrislerinin determinanatlarini ve izlerini
hesap ediniz.

detA = —20 = detA’ ve TrA =2 = TrA’

Soru: U matrisi 6zvektérleri nasil donustiirtir?

1 0 0
5 =Uxg=(0], o =Ux=[1], 5 =Ulxg=[0
0 0 1

Bu sonuclar esasinda ¢ok daha geneldir. Koordinat sistemi
degistiginde baz vektorlerimiz degisiyordu. Baz vektorler
degisince bir vektoriin bilesenleri de degisiyordu. Bu durumda
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Matrisler

Benzerlik Dontistimii 1

Eski koordinat sisteminde (bazda) A matrisi X vektoriini y
vektoriine donustursin.

AX =y eski bazda vektor dontisimii

Not: Buradaki butiun denklemler birer matris denklemidir.

Simdi S matrisi ile yeni bir baza (koordinat sistemine) gegelim.
X'=8X  ve y' =Sy koordinat (baz) donisiimii
Vektor donlisim denklemi yeni bazda asagidaki gibi olacaktir.
A'X' =y yeni bazda vektor doniisiimii
Burada X', y’ vektorlerini X, y vektorleri cinsinden yazalim.

ASXx=Sy = S ASx=y = A=S1AS
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Benzerlik Doniistimii 2

O halde, bir koordinat (baz) donisimu S, vektorleri

X = Sx
olarak doniisiiriirken, matrisleri

= SAS™1

Matrisler

olarak donistiirir. Bu donusiime benzerlik dontisimu denir.

detA’ = (detS)(detA) (detS™!) = (detS) (detS™') (detA)
= [det (SS71)] (detA) = (detl)(detA) = detA
TrA = Tr (5A5*1) =Tr(S7'SA) = Tr(IA) = TrA
#? = %% = (5%)T (5%) = #TSTs% = |72, [ST =5! ise}

Son satirda eger STS =1, yani S iiniter matris, ise vektoriin

boyu (normu) her iki koordinat sisteminde ayni kalir.
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Sorular ve Coziumler

Soru: Asagidaki matrisin 6zdegerlerini ve her 6zdegere karsilik
gelen bire boylandinimis (normalize) 6zvektorlerini bulunuz.

010
A=1|1 0 1
010
Coziim: Once ozdeger denklemini hatirlayalim: AX = AX veya
Matrisler (A — AI)X = 0 olarak ifade edelim. Bunun matris bicimi soyle
olur.

-2 1 0 a

1 X 1 bl =0

0 1 = c
a, b, ¢ bilesenlerinin sifirdan farkli olmasi icin katsayilar
matrisinin determinanti sifir olmahdir.

-2 1 0
1 -2 1[=Xx)=-2)=0 = Xx=0+V/2
0 1 —A
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Sorular ve Coziumler

Once A= —V2 ozdegerine karsi gelen xi 6zvektoriini
bulalim.
\//ii 1 0 di b
1 \ﬁ 1 by =0 = Cl=a1 = 71
() 1 \//ii c1 2
Normalizasyon |a1|® + |b1|? + |c1]? = 1.
Matrisler _1/2
Birlikte % = | 1/v2
-1/2
Simdi de A\» = 0 6zdegerine karsi gelen x> 0zvektoriinii
bulalim.
010 a»
1 01 tlz =0 = C = —ap, b, =0
010 C2
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Matrisler

Sorular ve Coziumler

Normalizasyon |aa|?> 4 |bo|* + || = 1.
1/v/2

0
~1/V2

Son olarak A3 = 4++/2 Szdegerine karsi gelen X3 Szvektoriinii
bulalim.

Birlikte x5 =

_\/i 1 0 a3 b
1 ——wv/ii 1 b3 =0 = @=a= :;?3:
0 1 —ﬂ C3 2
Normalizasyon \a3\2 + \b3|2 + |c3]2 =1.
1/2

Birlikte 3= | 1/v2
1/2
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Matrisler

Sorular ve Coziumler

Soru: (a) Asagidaki A matrisinin hermitsel oldugunu
gosteriniz. (b) A'nin 6zdegerlerini ve her 6zdegere karsilik
gelen normalize 6zvektorii bulunuz. (c) Bu 6zvektorlerin
ortogonal (dik) olduklarini gosteriniz. (d) Asagida verilen S
vektorunu normalize ederek buldugunuz ortonormal vektorler
cinsinden yaziniz ve bilesenleri (katsayilari) hesap ediniz.

Coziim: (a) Eger A hermitsel ise AT = (AT)" = A olmalidir.
T 0 i \* 0 —i B
A= <—i o) = () =(; o)=4
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Matrisler

Sorular ve Coziumler

(b) Once 6zdeger denklemini hatirlayalim: AX = AX veya
(A — AI)X = 0 olarak ifade edelim. Bunun matris bigimi soyle

00

a, b bilesenlerinin sifirdan farkli olmasi icin katsayilar
matrisinin determinanti sifir omalidir.

A =i

. =M-1=0 = M=-1, M=+1
i =

Once \; = —1 dzdegerine karsi gelen x; 6zvektdriinii bulalim.

1 —i al o .
<i 1><b1>_0 = b1 = —iay

: . S 1 1
Normalizasyon |a1|? + |b1|?> = 1. Birlikte X = 7 < >

—i
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Sorular ve Coziumler

Simdi de \» = +1 Ozdegerine karsi gelen x> 6zvektoriini
bulalim.

-1 —i an . .
(P )(z)- - ba

. - - 1 1
Matrisler Normalizasyon |a|?> + |bp[? = 1. Birlikte 3% = —= ( . >

V2 O\

(c) X1 ile x> vektorlerinin biri birine dik olmasi icin skaler
carpimlari sifir olmalidir.

Loy 4o 1 N 1 /1) 1 2y
(xl,x2)_x1x2_\ﬁ(1 I)\@(i>_2(1+12)_0
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Sorular ve Coziumler

(d)S=nN <é) burada N normalizasyon katsayisi.

-,

Normalizasyon (S, S) = 1.

N2 (=i 2)@:5’\’2 - N:\% - §:15(£>

Simdi bunu X; ve X cinsinden yazalim.

Matrisler

—

S = Cljzl + CQJ?&

=,

C1 = (i?i, f;) =
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Matrisler

Sorular ve Coziumler

Soru: Asagida verilen A matrisini diisiinelim. (a)

H = (A + AT) hermitsel matrisini olusturunuz. (b) H
matrisinin 6zdegerlerinin —1 ve 4 oldugunu gosteriniz. (c) Her
ozdegere karsilik gelen bire boylandiriimis (normalize)
ozvektorleri bulunuz. (d) Bu vektorlerin dik oldugunu

gosteriniz.
0 4
A= <O 3+ 2i>

Céziim: (a) Al = (A*)" matrisini olusturup iki matrisi
toplayacagiz.

1[/0 a4 0 0 0 2
H‘z[(o 3+2i>+<—4i 3—2i>]_<—2i 3)
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Matrisler

Sorular ve Coziumler

(b) Ozdeger denklemini hatirlayalim: HX = X veya
(H — AI)X = 0 olarak ifade edelim. Bunun matris bicimi soyle

olur.
- 2i EA 0
—2i 3—)\ b)

a ve b bilesenlerinin her ikisinin de sifir olmamasi icin
katsayilar matrisinin determinanti sifir olmalidir.

—-A 2i
—-2i 3—-2A

‘:/\2—3)\—4:0 = M=-1 ve =4
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Sorular ve Coziumler

(c) Once A\; = —1 6zdegerine karsi gelen x; dzvektdriinii
bulalim.

1 20\ [ a ) _ .
(5 0)(2)=0 = a=-2m

1 —2i
Normalizasyon |a1|® 4 |b1|> = 1. Birlikte 3 = — ( >
Matrisler \/g 1

Simdi de \» = 4 6zdegerine karsi gelen X» 6zvektoriini
bulalim.

—4 2i an . Y
<2i 1>(b2>—0 = by = —2ia

1 1
. 2 2 _ .- o _ 1
Normalizasyon |ag|” + |b2|* = 1. Birlikte x> = V5 ( —2 )
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Sorular ve Coziumler

(d) Iki vektoriin skaler carpimi sifir ise diktirler.

Matrisler - - 1 . 1 ]_ 1 . .
(4. %) \/g( I ) V5 (-2/) 5( I )
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Diferansiyel
Denklemler

Bagimsiz ve Bagimh Degisken

Evrenin yasalari matematik dilinde yazilir. Cebir, bir ¢cok statik
problemi ¢ozmek icin yeterlidir.

Ancak, en ilgin¢ doga olaylar, degisim icerir ve degisen
nicelikleri biri birine baglayan bagintilar (fonksiyonlar) ile
tanimlanirlar. érneéin, bir boyutta hareket eden cismin
konumu, x, zaman, t, icinde degisir. O zaman, konum ile
zaman arasinda bir baginti yazariz.

x = f(t) veya kisaca x = x(t)

burada t bagimsiz degisken, x bagimli degisken (bilinmeyen
fonksiyon) ve f bilinmeyen fonksiyon adini alir.

/ X — . e
x'=— x'in t'ye gore adi tiirevi

Aslinda, x'in t'ye gore degisim oranidir.
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Diferansiyel Denklem Nedir?

Tanim: Bir bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinden en az birini
iceren denklemlere diferansiyel denklem denir.

Ornekler;
0 &K=x"+1
burada bagimsiz degisken t, bagimli degisken x
Y 43 47y =0
Diferansiyel 9 dx2 + dx + y =
Denklemler burada bagimsiz degisken x, bagimh degisken y
d3b db)?2 _
(3] a3 (E) +7a=0
burada bagimsiz degisken a, bagimli degisken b

Cebirde ¢ozum sayilardan olusur. Diferansiyel denklemde
¢coziim fonksiyonlardan olusur.
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Diferansiyel Denklemin Incelenmesi

Diferansiyel denklemi incelemede li¢c asama vardir;
® Fiziksel olayi tarif eden diferansiyel denklemi bulmak.
@ Bu diferansiyel denklemi ¢ozmek.

@ Bulunan ¢ozimi yorumlamak.

Ornek: Gergin bir ip tizerinde hareket eden bir bécek esit
zaman araliklarinda ayni miktarda ilerlemektedir. Bu

bl gozlemsel sonucu ifade eden diferansiyel denklemi yaziniz,
¢ozliniiz ve yorumlayiniz.

dx
dt
Adim 2: x = xg + vt burada xp integral sabiti

Adim 1: v burada v bir sabit

Adim 3:  xp ilk konum, x son konum
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Ornek: Fonksiyondan Denklem Tiiretme

Soru: C bir sabit olmak iizere y(x) = Ce*” fonksiyonunun
sagladigi diferansiyel denklemi bulunuz.

dy = C2xe* = 2x (Cex2) = 2xy
dx

d
A 2xy =0 diferansiyel denklem
dx

2 . - e e
Not: y(x) = Ce* fonksiyonuna “bir-parametreli ¢oziim
Diferansiyel ailesi” denir, clinkii her C degeri bir ¢oziim verir.

Denklemler

y(0) = 1 baslangi¢ sartini (veya sinir sartini) kullanarak C'yi
sabitlersek y(x) = < fonksiyonuna “6zel céziim” denir.

Dikkat! Her diferansiyel denklem bir ¢oziime sahip olmak
zorunda degildir.

(y’)2 +y?>=—1 burada y' =dy/dx

diferansiyel denkleminin reel degerli ¢oziimi yoktur. .



Diferansiyel Denklemin Mertebesi, Derecesi

Tanim: Bir diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde
goriilen en yiiksek tiirevin mertebesidir ve derecesi de en
yliksek mertebeli tiirevin kuvvetidir. Ornegin;

d"y
dx”

3
(y(4)) + x2y4y(1) + x°y* =sinx burada y(”) =

Bagimsiz degisken x
Bagimli degisken y
Denklemin mertebesi 4
Denklemin derecesi 3

Diferansiyel
Denklemler

En genelde n. mertebe bir diferansiyel denklem iki tiirlu ifade
edilebilir.

F<X7y7y/7.y”7'” 7)/(")) =0 kapall bICIm
yW=¢ (X,y,y/,y”, e ,y(”_1)> normal bicim
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Adi ve Kismi Diferansiyel Denklem

Tanmim: Bilinmeyen fonksiyon yalnizca bir tane bagimsiz
degiskene bagliysa diferansiyel denklem “adi diferansiyel
denklem” adini alir.

Su ana kadar gordigiumiiz tiim diferansiyel denklemler bu
tirdendir.

Tanim: Eger bagimli degisken iki ya da daha ¢ok bagimsiz
degiskenin bir fonksiyonuysa diferansiyel denkleme “kismi
Diferansivel tiirevli denklem” veya “kismi diferansiyel denklem” denir.

Denklemler

Ornegin, k bir sabit olmak iizere

ou B k82u

u= U(X, t) ise a = W

kismi diferansiyel denklemi bir boyutta diflizyon denklemidir.

Dikkat! Bu boliimde hep adi diferansiyel denklemlerle

karsilacagiz ve sadece “diferansiyel denklem” diyecegiz.
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Baslangic Deger Problemi

Tanim: % = f(x,y) ve y(x0) = yp tiirlindeki problemlere
“baslangi¢c deger problemi” denir.

Ornek: dy/dx = 2x + 3, y(1) = 2 baslangi¢ deger problemini
¢oziinuz.

/dy:/(2x+3)dx = y(x)=x*4+3x+C

Diferansiyel
Denklemler

Burada C keyfi bir sabit oldugu icin bu ¢oziime “bir
parametreli ¢cozum” veya ‘“genel ¢ozim” denir.

Baslangi¢ sarti: y(1) =2
1+434+4C=2 = (C=-2

O halde, y(x) = x? 4+ 3x — 2 ¢oziimiine “6zel ¢oziim” denir.
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Degiskenlerine Aynlabilen Dif Denklemler 1

Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin genel olarak
¢ozum tekniklerine bakacagiz.

Eger dy/dx = H(x,y) denkleminde H(x, y) = g(x)h(y)
seklinde yazilabiliyorsa bu denkleme “birinci mertebe
degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklem” denir.

Ornek: dy/dx = —6xy, y(0) = 7, baslangic deger problemini
¢cozlnuz.

Diferansiyel
Denklemler

d
dy = —bxydx = /y:/—6xdx = Inly|=-3x2+C
y

Baslangi¢ kosulu: y(0) =7 ise C =In7 olur.

M — —3x?2

Inly] =In7=-3x*> = T =e = y(x) = 7e73%

Bitiin x icin 73 pozitif oldugundan |.| kaldirdik.
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Degiskenlerine Ayrilabilen Dif Denklemler 2

N . ﬂ_ 4—2x TN T
Ornek: 7 = 3,75 denklemini ¢oziinuz.

/(3y2—5) dy:/(4—2x)dx
y3 —5y =4x — x>+ C kapali ¢bziim

Bu iafede x'in acik bir fonksiyonu olarak y’'ye gore ¢oziilemez.
Diferansiyel Bu tiir ¢oziimlere “kapali ¢oziim” denir.

Denklemler

Bu durumda, ¢oziim egrisi soyle de yazilir.
H(x,y)=x?>—4x+y>—5y=C

Her baslangi¢ sarti yeni bir C verir. Bunun x — y eksen
takiminda grafigi cizilir. Her farkli C icin de farkl bir egri
cizeriz.
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Birinci Mertebe Lineer Dif Denklemler 1

Genel olarak asagidaki gibi yazilabilen denkleme

&4 PRy = Q)

birinci mertebe lineer diferansiyel denklem denir.

Not: Her terimde bagimh degisken y'nin sadece birinci
kuvveti var.

Coziim igin her terim p(x) = el P()dx e carpihr.

Diferansiyel
Denklemler

%ef P(x)dx P(X)ef P(x)dxy(x) _ Q(X)ef P(x)dx
% [y(x)ef P(X)dx} — Q(X)ef P(x)dx
y(x)efP(X)dx _ / [Q(x)ef P(x)dxj| dx + C

y(x) = e [ P(x)dx {/ [Q(x)ef P(x)dx} dx + C}
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Birinci Mertebe Lineer Dif Denklemler 2

Ornek: (x® + 1) + 3xy = 6x denkleminin genel ¢oziimiinu
bulunuz.

_ _bx
Denklemi standart formda yazallm, dX + X2+1y T

Integral carpanini hesap edelim.

- 2x /
P( ) j 2 = e%j x22+1dx = eln(szrl)3 ’ = (X2 + 1)3/2

Diferansiyel Standart formdaki denklemi bununla ¢arp.

Denklemler
(X )3/2 Zy —|-3X(X + )1/2y — 6X(X2 + 1)1/2

di>,< [(x2 + 1)3/2y} = 6x(x% 4 1)1/2

2 3/2
(< +1)2y = /6x(x2 +1)Y2dx = 3(’(;? +C
y(x) =2+ C(x* +1)7%?
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Degisken Doniisiimii Yapmak 1

Birinci mertebe diferansiyel denklemler cogunlukla
degiskenlerine ayrilamazlar veya lineer olmazlar. Bu
durumlarda denklemi ¢oziilebilecek baska bir denkleme
donistiirmek ise yarar.

dy

dx
bicimindeki denklemlerde v = ax + by + ¢ degisken donusimi
yapmak, denklemleri degiskenelerine ayrilabilir hale getirir.

= F(ax + by + ¢) burada a, b, ¢ sabit

Diferansiyel .
Denklemler Ornek: % = (x + y + 3)? denklemini ¢oziiniiz.
v—x+y+3yapallm y=v—x—3ve
Zﬁ fx Z; —|— — 1. Diferansiyel denklem soyle olur.
d
av _v2:>/ :/dx:>arctanv+C:x
dx 1+ v2

v=tan(x —C) = x+y+3=tan(x - C)
y(x)=tan(x — C) —x—3
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Degisken Doniisiimii Yapmak 2

(2

bicimindeki denklemlere “homojen diferansiyel denkemler”
denir. Coziim icin v = y/x degisken donuistimii yapilarak
denklem degiskenlerine ayrilabilir hale getirilir.

Dogrulama: v = y/x ise y = vx olur.

Diferansiyel

Denklemler dy . dy dV ay o dV
dx " dvax ox  Fax Y

Diferansiyel denklem asagidaki hale gelir.

dv dv dv dx
de—l—v (v)éxdx (v)—v = Fv)—v ~ x

Bu degiskenlerine ayrilmis bir diferansiyel denklemdir.
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Degisken Doniisiimii Yapmak 3

dy

dx
tiriindeki denklemlere Bernoulli diferansiyel denklemleri denir.
Coziim icin v = y1=" doniisiimiiyle denklem lineer diferansiyel
denklem haline getilir.

+ P(x)y = Q(x)y", n#0ven#1 olan sabit

1
Dogrulama: v = y' " ise y = vI-7 olur.

Denklemler _ 1—n

dx dvdx  Odx 1—n dx+ :1—na

Diferansiyel dy B dyﬂ Oy 1 (2 —l)ﬂ visn dv

Bunu diferansiyel denkleme yerlestirelim ve diizenleyelim.

n
vi-n dv 1 n

Bu da birinci mertebe lineer diferansiyel denklemdir. 161/327



Diferansiyel
Denklemler

Tam Diferansiyel Denklemler 1

dy _ M(xy)
M dx + N dy =0 - _
(X7y) X+ (X7y) y Veya dX N(X y)
denklemmde ST = %’)\(’ saglaniyorsa bu denkleme “tam

diferansiyel denklem denir.

Coziim icin soldaki denklemi dF (x,y) = 0 olarak yazabiliriz.
Buradan da F(x,y) = C gibi bir kapal ¢6ziim elde ederiz.

2 .
Burada % = %’;’ kosulu aiaFy = (;z/aFX anlamina gelir.

Ornek: y3dx + 3xy?dy = 0 denklemini ¢oziiniiz.
a(y3 9 (3xy?
) L3 o 20397
dy ox
O halde, bu bir tam diferansiyel denklemdir ve dF (x,y) =0
olarak yazilabilir.

OF . OF
dF = “dx+ T—dy =
(x,y)=0 = x>t 3, =0
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Diferansiyel
Denklemler

Tam Diferansiyel Denklemler 2

Bunu sorudaki denklemle karsilastirarak sunu yazariz.

oF _ s ve 8—F:?»(yz

ax 7 Ay
Once ilk denklemi kullanalim.
OF
I =y} = F(x,y) = /y38x = xy3 + f(y)

f(y)'yi belirlemek igin bunun y'ye gore tiirevini alalim ve
yukaridaki ikinci denkleme esitleyelim.

OF 5 df 5 df
— = = — = = f = sbt
)y 3xy” + y 3xy y 0 (y)=s

Sonugta, F(x,y) = C kapali ¢dziimiini agik¢a yazabiliriz.

xy3=C veya x=C/y3
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Ikinci Mertebe Diferansiyel Denklemler

Tanim: F(x,y,y’,y"”) = 0 tiirlindeki denkleme “ikinci
mertebe diferansiyel denklem” denir.

Denklemde x veya y acik¢a yoksa bir dontisiimle mertebe
indirilir.

y Icermeyen Denklemler

Diferansiyel
Denklemler

F(X).y,’.y/,) = 0 denkleminde _y/ =p yaz|||ry y// — p/ olur.
Simdi denklem birinci mertebe diferansiyel denklem haline
gelir.

F(x,p,p’)=0

Once p(x) bulunur, sonra da y = [ p(x)dx ile y(x) hesap
edilir.

164/327



Ornek: y igermeyen Dif Denk

xy" +2y' =6x  denklemini ¢oziiniiz.

Once y' = p ve y" = p' yazalm.
/ / 2
xp'+2p=6x = p+-—-p=6>6
X

Simdi bu lineer birinci mertebe diferansiyel denklemdir.

21Inx

: "2
Integral ¢carpani p = el i =e = x? olur.

Diferansiyel
Denklemler

x°p = /6x2dx = X*p=23+G = p=2x+Cx2
Son olarak y = [ pdx kullanalim.
y = / (2x + C1X_2) dx=x*>—Cx 1+ G

Not: Iki tane integral sabiti yazdik; Ci, C,. Bu geneldir.
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X igermeyen Diferansiyel Denklemler

X icermeyen Fly,y',y") = 0 tiriindeki bir denklemde y’ = p
yazilir, y" = Z)’Z = Z}’Z (le pd olur. Simdi denklem birinci
mertebe diferansiyel denklem hallne gelir.

F(y,p,dp/dy) =0

Once p(y) bulunur, sonra da x = [ d—;’ ile x(y) hesap edilir.

Ornek: yy" = (y’)2 “nonlineer” diferansiyel denklemi
Diferansiyel COZUnUZ

Denklemler

dp dp dy dp
r_ - = _
y=»° Y dx  dy dx dy

dp dp
ychzp2 = /:/ = p(y) = Gy
y p y

ﬂ:p:Clyé /dy:/Cldx
dx y

ny=CGx+InG = y= Coe©x
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2. Mertebe Lineer Diferansiyel Denklemler 1

Tanmim: Bagiml degiskenin sadece sifirinci kuvvetini veya
birinci kuvvetini iceren bir diferansiyel denkleme “lineer
diferansiyel denklem” denir.

Ikinci mertebeden boyle bir denklem en genelde asagidaki gibi
ifade edilebilir.

Ax)y" + B(x)y' + C(x)y = F(x)

Diferansiyel
Denklemler

F(x) = 0 ise homojen diferansiyel denklem

F(x) # 0 ise homojen olmayan diferansiyel denklem

A, B, C'lerden hicbiri x'e bagh degilse, sabit katsayih
diferansiyel denklem

A, B, C'lerden en az biri x'e baglysa, degisken katsayili
diferansiyel denklem
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2. Mertebe Lineer Diferansiyel Denklemler 2

Ikinci mertebe diferansiyel denklemlerin genel coziimleri iki
tane keyfi integral sabiti icerir. Bu sabitler baslangi¢ sartlari
veya sinir sartlari ile belirlenir.

Tanmim: Bir diferansiyel denklemi ve yari kapal araligin
baslangi¢c noktasinda, a < x, verilen degerleri saglayan
fonksiyonun bulunmasi problemine “baslangi¢c deger problemi”
denir.

Diferansiyel

Denklemler y// —|— p(X)y/ —|— q(X)y = f(X), y(a) =C ve _y/(a) = C

Tanim: Bir diferansiyel denklemi ve kapali araligin
kenarlarinda, a < x < b, verilen degerleri saglayan fonksiyonun
bulunmasi problemine “sinir deger problemi” denir.

Y '+ p(x)y +a(x)y =f(x), y(a)=cz ve y(b)=c

Burada c¢1, ¢, c3, ¢4 verilen sabitler.
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2. Mertebe Lineer Homojen Dif Denklemler

Teorem: Lineer homojen bir diferansiyel denklemde iki
¢oziimiin lineer toplami da bir ¢oziimdiir.

Gosterelim. y1 ve y» iki ¢oziim olsun. Cozim, denklemi saglar.

yi +p(x)y1 +q(x)yr =0
¥2 + p(x)ys + q(x)y2 =0

Birinci denklemi ¢; sabitiyle, ikinci denklemi ¢, sabitiyle

Diferansiyel

Denklemler carpalim ve taraf tarafa toplayalim.

[aa + ]’ + p(x)[aiyr + caya]’ + q(x)[ciya + cay2] =0
Burada y3 = c1y1 + oy lineer toplam.
v3 + p(x)ys + q(x)y3 = 0

Sonucta y3 fonksiyonu da bir ¢oziimdiir.
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Diferansiyel
Denklemler

2. Mertebe Lineer Homojen Sabit Katsayilh 1

a, b, c reel veya kompleks sabitler olmak Uizere
ay’ + by’ +cy=0

tiriindeki denklemlerle fizikte siklikla karsilasinz.

Cozum icin « reel veya compleks bir sabit olmak tzere
y G y
y = e** fonksiyonunu oneririz. Sonra tirevlerini aliriz.

ax / ax 2 _ax

y=e = y =ae = y'=ae

Bunlar diferansiyel denkleme yerlestiririz.
(ac® + ba+c)e™ =0 = ac’+ba+tc=0

karakteristik denklemi elde ederiz.
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Karakteristik denklemden iki tane kok buluruz, o1 ve ao. Iki
durum olabilir.

0 a1 # ap ise denklemin genel ¢oziimi soyle yazilir.
Y(x) = Ge™ + G

® o1 = ap ise denklemin genel ¢oziimu soyle yazilir.

Diferansiyel
Denklemler

y(x) = G e + Coxe™™
Burada C; ile G keyfi integral sabitleridir. Cakisik kok
durumuna dikkat ediniz.

Not: Ikinci mertebe lineer denklemin genel ¢coziimu lineer
bagimsiz iki fonksiyonun lineer toplami olarak yazilir.

2. Mertebe Lineer Homojen Sabit Katsayilh 2
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Fonksiyonlarin Lineer Bagimsizhig)

Tanim: fg’ — f'g niceligine f ile g'nin Wronskiyeni denir ve
W(f,g) ile gosterilir.

f
W(f.g)=|, 5 =r —ef

Tamm: W(f,g) # 0 ise f(x) ile g(x) “lineer bagimsizdir”
deriz.

Diferansiyel

Dtz Ornek: e ile e*2* lineer bagimsiz midir?

eQ1X 02X
W = = (042 — al)e(a1+a2)x

alealx a 02X

Eger a1 # ap ise, W # 0 oldugu icin ¥ ile e*?* lineer
bagimsiz olur.

Odev: e“1* ile xe®* lineer bagimsiz oldugunu gosteriniz.
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Ornek: Basit Harmonik Salinicilar

x = dx/dt olmak lizere X + 4x = 0 denklemini ¢oziiniiz.

2

Coziim: Once x = et dnerelim. X = ae®* olur.

a®+4 =0 karakteristik denklem

Iki farkli kok; a1 = 2i ve ap = —2i. Genel ¢oziim soyle olur.

x(t) = Cleizt + Cze_i2t

Diferansiyel
Denklemler

Euler formiiliiyle; e*/?t = cos (2t) 4 isin (2t).
x(t) = aj cos (2t) 4 az sin (2t)
Su bagintiyla; cos (2t + ¢) = cos (2t) cos ¢ — sin (2t) sin ¢.
x(t) = Acos (2t + ¢)

Integral sabitleri biri birileri cinsinden yazilir.
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Diferansiyel
Denklemler

Ornek: Hiperbolik Fonksiyonlar

Y = dip/dx olmak lzere )" — 9 = 0 denklemini ¢dziiniiz.

Coziim: Once ¢ = e dnerelim. ¥ = a2e®* olur.
o> —9 =0 karakteristik denklem
ki farkli kok; a1 = 3 ve ap = —3. Genel ¢dziim sdyle olur.
P(x) = G e + Ge™
Su formiille; e¥3* = cosh (3x) = sinh (3x).
(x) = a1 cosh (3x) + a2 sinh (3x)

integral sabitleri biri birileri cinsinden yazilir.
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Ornek: Cakisik Kok

y' = dy/dx olmak lizere y” — 8y’ + 16y = 0 denklemini
cozunuz.

Coziim: Once y = €™ onerelim. Tiirevleri alalim;
y' = ae™ ve y' = a?e™.

> —8a4+16=0 = (a—4)32=0

Diferansiyel
Denklemler

Cakisik kok; a3 = ap = 4. Genel ¢oziim soyle olur.

y(x) = Cie™ + Coxe™
ZZ(C&‘+'CQX)E4X

Burada C; ve G, keyfi integral sabitleri.
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Ornek: Soniimlii Serbest Salinimlar 1

m, c, k reel pozitif sabitler ve x = dx/dt olmak lizere
asagidaki denklemi ¢oziiniz.

mx+cx+kx=0

Bu denklem, viskozlugu c ile orantili bir sivi icinde Hooke
sabiti k olan yaya bagl m kiitleli cismin yaptigi hareketin
denklemidir.

Diferansiyel

Denklemier Coziim: Once denklemi standart formda yazalim;

% +2px +wix =0

p = c¢/2m soniim katsayisi ve wp = /k/m dogal frekans.

x = e! Snerisiyle karakteristik denklemi yazalim.
o +2pa+ws =0
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Ornek: Soniimlii Serbest Salimmlar 2

Kokleri hesap edelim; a1 = —p 4 4/p? — wg. Uc durum

olabilir.
® Durum 1: p2 > wg, yani ¢ > v/4km, olsun.

ToRms a2 = — (P + M) <0

x(t) = Cle_(p_\/'fw@t + Cze_(pJr pz_w‘%)t

Bu durumda x = 0 yapan sadece t — oo vardir.

Asiri sonim vardir. Salinici viskozlugu cok yiiksek bir
akiskan icinde.
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Ornek: Soniimlii Serbest Salinimlar 3

® Durum 2: p2 = wg, yani ¢ = v/4km, olsun.

a1 =ay=—p<0
X(t) = (Cl + Cgt)efpt

Bu durumda x = 0 yapan t — oo var ve eger G ile G
zit isaretliyse t = —Cy/ G, olabilir.

bl Kritik soniim vardir. Salinici kritik bir viskozluga sahip bir
akiskan icinde.

® Durum 3: p? < wg, yani ¢ < v/4km, olsun.

a1 =—p+iyJwd—p2=—p+iw
ap=—p—i\Jw—p>=—p—iw
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Ornek: Soniimlii Serbest Salimmlar 4

Burada wi = \/wg — p? tanimladik; w; < wg veya periyot T
cinsinden w = 2x/ T ile Ty > Tp.

Simdi x(t)'yi yazalim.

X(t) — Cle(fp‘i’fwl)t + C2e(*P*I'UJ1)t

— efpt (Clelwlt + C2eflw1t)

Diferansiyel

A = e P"[ay cos (w1 t) + azsin (w1 t)]

= Ae P cos(wit + ¢)

Bu durumda kosinusiin bir ¢ok sifiri oldugu icin x = 0 yapan
cok sayida t vardir. Genligi, AePt, zamanla ekponansiyel
azalan salinim hareketi. Salinici viskozlugu diisiik bir akiskan
icinde.
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2. Mertebe Lineer inhomojen Dif Denk 1

yh(x) ile yo(x) fonksiyonlar asagidaki denklemleri saglasin.

Yo + p(x)ys + q(x)yo = f(x)
yh + p(x)yp + q(x)yn =0

Bu iki denklemi taraf tarafa toplayalim.

i + yol” + P(X)yn + Yol + a(X)lyn + yo] = f(x)

Diferansiyel

Denklemler O halde, asagidaki homojen olmayan lineer diferansiyel
denklemin

Y'+p(x)y" +q(x)y = f(x)
genel ¢oziimu soyle olur.
y(x) = ya(x) + yo(x)

Yo(x) 6zel ¢dziim ve y,(x) homojen (tamamlayici) ¢6ziim
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2. Mertebe Lineer inhomojen Dif Denk 2

Gegen sayfalarda homojen denklemi

Yn +p(x)yh+ a(x)yn =0

nasil ¢ozecegimizi ogrendik. Bu durumda tek yapilacak is, ozel
¢ozimi belirlemektir. lki yontem gorecegiz; tahmin yontemi
ve sabitlerin degisimi yontemi.

Tahmin Yontemi

Diferansiyel
Denklemler

Eger f(x)'in tiirevleri f(x) ile ayni bicimdeyse, o zaman y,(x)
icin bir tahmin yapabiliriz.

f(x) | yo(x)
Polinom Polinom
ustel ustel

sin X, Ccos X | sin x, Cos X
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Ornek: Ozel Céziim 1

y" + 3y’ + 4y = 3x + 2 denkleminin 6zel coziimiinii bulunuz.

Coziim: f(x) = 3x + 2 fonksiyonu birinci derece polinom
oldugu icin y,(x) = Ax + B oneriyoruz. Burada A ve B
belirsiz katsayilar.

Yo=Ax+B = yé:A = yé’zO

Onerilen ¢oziim inhomojen denklemi saglamalidir.

Diferansiyel

Denklemler 0 —|— 3A + 4(AX + B) == 3X + 2
4Ax + (3A+4B) =3x +2

Polinom denkliginden;
xl: 4A=3ise A=3/4
x%: 3A+ 4B =2 ise B= —1/16. O halde,

Yo(x) = =x ozel ¢oziim

4" 16
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Ornek: Ozel Céziim 2

y" — 4y = 23 denkleminin 6zel ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim: f(x) = 2e3* fonksiyonu iistel oldugu icin
Yo(x) = Ae3* dneriyoruz. Burada A belirsiz katsay!.

Yo=Ae¥ = yl =34 = y/=09Ae>*

Diferansiyel Onerilen ¢oziim inhomojen denklemi saglamalidir.
Denklemler
3x 3x 3x 2
QAe™ — 4Ae” = 2e = AZE
O halde,
2 3 . .
Yo(x) = —e ozel ¢oziim

5
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Ornek: Ozel Céziim 3

3y” + y' — 2y = 2cos x denkleminin &zel ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim: f(x) = cos x fonksiyonundan dolayi
Yo(x) = Acos x + Bsin x oneriyoruz. Burada A ile B belirsiz
katsayilar.

y, = —Asinx + Bcos x

ys = —Acosx — Bsinx
Bunlari inhomojen denkleme yerlestir, ortak paranteze al.
(—=5A+ B)cosx + (—A —5B)sinx = 2cos x

O halde, =5A 4+ B =2 ve A+ 5B = 0 denklemlerinden
A= —5/13 ve B = 1/13 hesaplanir.

1
Yo(Xx) = —13 oS X + ' sin x ozel ¢oziim
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DIKKAT! Ornek: Ozel Céziim 4

y" — 4y = 2e?* denkleminin 6zel ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim: f(x) = 2e** fonksiyonundan dolayi y,(x) = Ae*
oneriyoruz. Burada A belirsiz katsay!.

Yo=Ae® = yl=2Ae> = y!=4Ae>

Onerilen ¢oziim inhomojen denklemi saglamalidir.

Diferansiyel
Denklemler

4Ae* — 4Ae* = 2>

0 = 2% sorun var!

Sorun var, ciinkii €2 fonksiyonu homojen coziimlerinden biri.

Dikkat! Onerdigimiz 6zel céziim, homojen coziimlerden farkli
olmaldir.
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DIKKAT! Ornek: Ozel Coziim 5

Ik akla gelen yeni neri y, = Axe?*.
Yo =Axe®™ = yl=A(l+2x)e* = y! =4A(1+ x)e>
Onerilen ¢6ziim inhomojen denklemi saglamalidir.

4A(1 + x)e®* — 4Axe®™ = 2e**

Diferansiyel
Denklemler

4A=2 = A:%

Sonucta,

1 . -
Yo(x) = Exezx ozel ¢oziim
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Ornek: Ozel Céziim 6

Asagidaki baslangic deger problemini ¢oziinuz.
y" =3y’ +2y =3¢ —10cos(3x), y(0) =1, y'(0) =2
Coziim: Once homojen denklemi y” — 3y’ + 2y = 0 ¢dzelim.

yp =¥ = a®?—3a4+2=0 = a;j=1, ap=2

yh(x) = Cre* 4 Gre** homojen ¢6ziim

Diferansiyel
Denklemler

C1 ve C keyfi integral sabitleri. f(x) = 3e™* — 10cos (3x)
oldugu icin 6zel ¢oziim olarak sunu oneriyoruz.

Yo = Ae™ X 4+ Bcos (3x) + Csin (3x)

A, B, C belirsiz katsayilar. Bu noktada, y,'niin icindeki
fonksiyonlar ve tirevleri y,'de olmadigi icin boyle devam
edebiliriz.
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Ornek: Ozel Cozum 7

Onerilen 6zel ¢6ziim inhomojen diferansiyel denklemi saglamak
zorunda.

Yo = Ae”* 4 Bcos (3x) + Csin (3x)
y, = —Ae ™ —3Bsin (3x) + 3C cos (3x)
y) = Ae™ — 9B cos (3x) — 9Csin (3x)

Bunlar denkleme yerlestir ve ortak paranteze al.

Diferansiyel

penidemler 6Ae ™ + (=7B — 9C) cos (3x)
+ (9B —7C)sin (3x) = 3e * — 10 cos (3x)

Polinom denkliginden;

6A=3, 7TB+9C=10, 9B-7C=0
A=t gl -2
2 13 13
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Ornek: Ozel Céziim 8

O halde, 6zel ¢ozlimii yazabiliriz.

1, 7 9
Yo = 5e +1—3cos(3x)+ﬁsm(3x)

Simdi de genel ¢oziimu yazabiliriz.

y(x) = ya(x) + yo(x)

Diferansiyel
Denklemler

1 7
= G + Ge™ + §e_x + 3 cos (3x) + % sin (3x)

Baslangic sarti icin y’(x) hesap edelim.

1 21 27
/ _ X 2x T =X H
y'(x) = Ge*+2Ge 5e 3 cos (3x) + 3 sin (3x)
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Ornek: Ozel C6ziim 9

Baslangic sartlari;

1 7
}/(0)_1:> G+G+ 5 ‘f‘ﬁ 1
1 27

Iki bilinmeyenli iki lineer denklem sisteminden C; ile G,

Diferansiyel

Denklemler (,:OZU | U r.

1 6
Cl = —5 ve C2 = T3
En sonunda istenen ¢ozim yazilir.

1 7
y(x) = —%e + 163 > 4 § X4+ 13 08 (3x) + %sm (3x)
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Ornek: Soniimlii Zorlannus Salimmlar 1

Bir akiskan icinde serbestce hareket eden yaya bagli cisim
problemini incelemistik ve adina “sonumlu serbest salinim”
demistik. Simdi bu cisme ilave bir dis kuvvet uygulayalim. Bu
kuvvet Fg,s = Fgcoswt olsun. Burada w dis kuvvetin frekansi
ve Fg dis kuvvetin genligi. Yeni duruma “sonumlu zorlanmis
salinim” adini veriyoruz. Cismin hareket denklemi soyle olur.

Diferansiyel mX + CX + kX - FO coswt
Denklemler

Homojen ¢oziimiu bulmustuk.
c 2 k)t (c 2 k
“\2m Vw2 Tm “Nam Va2 m )t
xp, = Cie (2 am + Ge ? 4am

U(; durum soz kousuydu; ¢ > v4km asiri sonum, ¢ = vV4km
kritik sonum, ¢ < v/4km sonumlu salinim.
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Ornek: Soniimlii Zorlannus Salimmlar 2

Uc,: durumda da t — oo iken x;, — 0 idi. Bu nedenle, bu
¢coziime “gecici ¢oziim” de denir. Sonugta yeterince
beklenirse, baskin (kararl) ¢o6ziim 6zel ¢oziimden gelir.

Xo(t) = Acoswt + Bsinwt

Xo(t) = —Awsinwt + Bw coswt
Xo(t) = —Aw? coswt — Bw? sinwt
Diferansiyel
Denklemler Bunlari inhomejen diferansiyel denkleme yerlestirelim ve coswt

ile sinwt parantezine alalim. Polinom denkliginden iki
denklem yazariz.

(k—mw?) A+ cwB = Fo
—cwA+ (k—mw?) B=0

A ile B ¢ozilur.
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Ornek: Soniimlii Zorlannus Salimmlar 3

(k — mwz) F() . CwFo

T (k= mw?)? + (cw)? ve B= (k — mw?)? + (cw)?

Artik matematiksel olarak inhomojen diferansiyel denklemin
genel ¢oziimiinii yazabiliriz, x(t) = xu(t) + Xo(t).

(e i_h)t _(L+ i_ﬁ>t
Dot x(t) =Cre (5Vi2)e, o (50
(k—mwz) Fo
+ 5 5 | coswt
(k — mw?)* + (cw)
+ cwho sinwt
inw
(k — mw?)? 4 (cw)?

Bu haliyle bu ¢oziimii fiziksel olarak yorumlamak ¢ok zor. O
yuzden, ¢ozimu farkh bir formda yazalim.
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Ornek: Soniimlii Zorlannis Salimmlar 4

Oncelikle yeterince bekledigimizi varsayarak gegici (homojen)
cozumu ihmal edelim.

x(t) = xn(t) + xo(t) = xo(t)
~ Acoswt + Bsinwt

~ C cos (wt — ¢) kararli ¢oziim

Bu da genligi C, frekansi w olan basit harmonik salinimdir. ¢
faz sabiti olup bu ornekte fiziksel onemi yoktur. C ile ¢'yi A

Diferansiyel

e ile B cinsinden biliyoruz.

A B
C=VA+B =, cosgp=7, sing=

Simdi w3 = k/m — k = mw} yazalim.

Fo

cos (wt — ¢)

x(t) =~ \/mz (2 —?)? + (cw)?
0

194/327



Ornek: Soniimlii Zorlannus Salimmlar 5

Kararli salinim hareketinin genligi dis kuvvetin frekansina
bagli, C(w). O sebeple, Cpax yapan w'yi hesap edelim.

dC 5 , c?
dw 0 T TR g
° w2 < 57, yani ¢ > v2km, ise w = 0'da C = Fy/k’dan
B baslayarak genlik w'ya gore diizgiin azalir. Cpax yok.
Denklemler
° Wo 2 S5, yani ¢ < V2km, ise genlik w = 0'da Fo/k ile

basliyor, sonra w = /w3 — c2/2m2 degerinde C,,.x olana
kadar artiyor, daha sonra da sifira dogru azaliyor.
Not: ¢ = 0 olursa, w = wgp'da C — co. Bu duruma
“rezonans” denir. wq sistemin i¢c (dogal) ferkansi, w dis
kuvvetin frekansi. Rezonans, mekanik sistemlerde yikici
olurken, elektrik devrelerinde arzu edilir.
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yn'deki Sabitlerin Degisimi Yontemi 1

(:?zel ¢ozlimi bulurken tahmin yontemi her zaman calismaz.
Ornegin asagidaki denkleme bakalim.

y” +y =tanx
Burada f(x) = tan x fonksiyonunun tiirevleri

sec? x , 2sec? tan x , 4 sec?® tan® x + 2 sec ,

Diferansiyel
Denklemler

gibi tan x'i tekrarlamayan yeni fonksiyonlar iceriyor. Bu
nedenle tahmin yontemi bu denklemi ¢ozmede ise yaramaz.

Yeni yontemde once homojen ¢oziimdeki belirsiz integral
sabitlerini G; — u1(x) ve G2 — ua(x) ile degistiririz.

Sonra, diferansiyel denklemin mertebesini diistirecek sekilde
ui(x)'ler tizerinde kosullar koyariz.
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yn'deki Sabitlerin Degisimi Yontemi 2

p(x) ile g(x) acik bir /I araliginda siirekli olsun.

y"' 4+ p(x)y’ + q(x)y = f(x) inhomojen denklem

“degisken” katsayili ikinci mertebe lineer diferansiyel
denklemin homojen ¢oziimlerini, y1(x) ve y2(x), biliyoruz.
“Sabit katsayili” olsa da bu yontem gecerlidir. Ilk once,

ya(x) = Giyi(x) + Goya(x)  homojen ¢oziim

Diferansiyel
Denklemler

Simdi C;'leri u;(x)'lerle degistirerek 6zel ¢oziimii yazariz.
Yo(x) = u1(x)y1(x) + uz2(x)y2(x) Ozel ¢oziim (1)
Bunun turevini alinz.

Yo = [uly{ + Uz)/ﬂ =+ [Y1U1 + ywﬂ
| S ——
=0

197/327



yn'deki Sabitlerin Degisimi Yontemi 3

Amacimiz uj(x)’'lerde birinci mertebe diferansiyel denklem elde
etmek oldugu icin ikinci koseli parantezi sifirliyoruz.

yiuy + yaup =0 (2)
Kalani yazalim.
/ / /
Yo = U1y] + U2ys (3)
- Bunun turevini alalim.
Diferansiyel
Denklemler
vy = iyl + uyl + upys + uoys (4)

(1), (3) ve (4) denklemlerini bastaki inhomojen denkleme
yerlestirelim ve diizenleyelim.

yiuy + youh + (v + pyi + qy1) ur + (V5 + pys + qy) up = £(x)
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yr'deki Sabitlerin Degisimi Yontemi 4

Dikkat! y; ile y» homojen diferansiyel denklemin ¢oziimii
oldugu icin iki parantez de sifira esittir. Kalani yazalim.

yiuL + yaup = f(x) (5)
Artik (2) ile (5) denklemleri uj ile uj icin iki tane lineer
denklemdir.
yiuy + ya2up =0
Diferansiyel ;g ;o
Denklemler .yl ul + _y2U2 — f(X)

Bu iki denklemden uj ile uj ¢oziiliir. Sonra elde edilen iki tane
birinci mertebe diferansiyel denklem ¢oziilir.

Dikkat! Ozel ¢6ziim hesap ettigimiz icin ] ile u} integralinde

belirsiz integral sabitlerini yazmayiz.

y(x) = yn(x) + yo(x) genel ¢oziim
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Ornek: Sabitlerin Degisimi Yontemi

y” + y = tan x inhomojen denklemi ¢oziinliz.

Yh+yn=0 = y,= Crcosx+ Csinx
Yo = u1(x)cos x + up(x) sin x
uj cosx + upsinx =0

ui(cosx)" + up(sinx) = tanx

Diferansiyel . .
Denklernler Buradan v} =sinx = w(x) = [sinxdx = —cosx

. - ;. . _ sin? x _
Simdi uj = —u}sinx/ Cos X ise u(x) = [ -2 Xdx =
J(cos x — secx)dx = sinx — In|secx + tan x|. Sonugta, genel
¢cozimi yazariz, y = yp + Yo.

y = Cysinx + Gy cos x — cos x In | sec x + tan x|
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Degisken Katsayih 2. Mertebe Dif Denk

Simdiye kadar “sabit” katsayili, ikinci mertebe, lineer,
homojen ya da inhomojen diferansiyel denklemlerle galistik.

Simdi de “degisken” katsayili, ikinci mertebe, lineer, homojen
ya da inhomojen diferansiyel denklemleri inceleyelim.

Diferansiyel

Denklemier Bunu iic adimda ele alacagiz. Birincisi fizik egitiminde sikca
karsilastigimiz Euler-Cauchy diferansiyel denklemi, ikincisi
Abel yontemi (ya da mertebe indirme yontemi) ve son olarak
sonsuz seri ¢ozum yontemi.

201/327



Euler-Cauchy Diferansiyel Denklemi 1

a, b, c sabitler olmak uzere

ax®y" + bxy' + cy = f(x)

Euler-Cauchy diferansiyel denklemidir. Coziim igin iki yol

izlenebilir.

©® x = e! doniisiimiiyle denklem sabit katsayil diferansiyel
denklem haline getirilir.

Diferansiyel

Denklemler
d?y(t dy(t

a)——= + cy(t) = f(t)

dt2 dt

® Homojen Euler-Cauchy diferansiyel denklemine y = x™
onerilerek m icin am? + (b — a)m + ¢ = 0 karakteristik
denkleminden my ile m;, elde edilir ve homojen ¢oziim
yazilir.
yh(x) = Cix™ + Gox™
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Euler-Cauchy Diferansiyel Denklemi 2

® Eger my = my olursa, homojen ¢ozim soyle yazilr.
yh(x) = G x™ 4+ G Inx x™

inhomojen denklemin genel ¢oziimiu icin gerekli olan ozel
¢oziim gecen derslerde anlattigimiz “tahmin etme” yontemiyle
ya da “sabitlerin degisimi” yontemiyle hesap edilerek genel
¢ozim yazihr.

Diferansiyel

Denklemler Y(X) = Yh(X) + YO(X)

Not: Biz ikinci yontemi takip edecegiz.

Not: m=ig3, 8 € R, oldugunda sunu kullaniriz.

y=x? = Iny=iflnx =
y = e (P") = cos (BInx) + isin (51nx)
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Ornek: inhomojen Euler-Cauchy Denklemi 1

x?y" — xy' — 3y = Inx/x genel ¢dziimii bulunuz, x > 0.

Coziim: Homojen ¢oziim;

y=x" = y=mx"1! = y'=m(m-1)x"7?
(m* —2m—=-3)x"=0 = m=-1, m=3
yh=Cix 1+ Gx3
Diferansiyel Py e - .
Denklomier Ozel ¢6zlim icin denklemi standart formda yazarak
w1, 3 _Inx
X X2 x3

f(x) = '"X gorelim. Simdi de y,'de C; — wj(x) yapalim.

Yo(x) = u1(x)/x + xup(x)
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Ornek: inhomojen Euler-Cauchy Denklemi 2

Boylece uj ve uj icin iki denklem séyle olur.

uj/x +x3uh =0
—ul/x? + 3x2u2 =Inx/x3

In x
4x5

Inx X
Diferansiyel = — 7 - 5 In X
Denklemler

_ Inxd_ 1 | +1
”2_4 5T T1exA \ "N T g

En sonunda genel ¢oziimii yazariz. ¢ = G — 1—16 diyerek

In x

/ _———
Buradan u; = -7

ve uh = ile uy ve up hesaplanir.

!/

_ G 3 1 2
y—7+C2x —16—X(2|n x+|nx)
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Abel Yontemi (Mertebe Diisiirme) 1

Eger lineer ikinci mertebe diferansiyel denklemin bir tane
“homojen” ¢oziimiinii y;(x) bulabilirsek y = u(x)y;(x)
atamasiyla (homojen veya inhomojen) diferansiyel denklem,
birinci mertebe lineer diferansiyel denkleme doniisiir. Buradan
yi(x)'den lineer bagimsiz olan y»(x) hesap edilir. Sonugta
genel ¢oziim yazilir.

Ornek: Asagidaki denklemin genel ¢oziimiinii bulunuz.

Diferansiyel
Denklemler

y”~l—xy'—y:x2

Co6ziim: Homojen denklemin y” + xy’ — y = 0 bir ¢oziimiiniin
y1(x) = x oldugu kontrol edilebilir. Simdi inhomojen
denklemde y = xu(x) donisimi yapalim.

y=xu = y=u+xi = y'=2u+x"
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Abel Yontemi 2

Bunlari inhomojen denkleme yerlestirelim.

2
u"+ (+x> v = x
X

Simdi v’ = p atamasi yapalim, v” = p'.

dp (2 )
+lotx|p=x
dx X

Diferansiyel

Denklemler Birinci mertebe lineer difreansiyel denklem ve ¢oziimiind
biliyoruz. Once integral carpanini hesap ederiz.

p= ef(%—l—x)dx _ elnxzex2/2 _ X2ex /2
Bununla denklemi carpalim.

Xzex2/2@ +Xzex2/2 <2 + X) p= szex2/2
dx X
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Abel Yontemi 3

Ve diizenleyelim.
d <X26x2/2p) — 302 o x2eX2/2p: /x3eX2/2dx
dx

Integralde x2/2 = t atayalim, x dx = dt.

xzex2/2p = /2tetdt = 2te’ — 2/etdt =2 (t-1)+ G

Diferansiyel
Denklemler

Ikinci adimda kismi integral yaptik; u = 2t ve dv = e'dt.
Sonucta

x2e/2p = ex2/2(x2 -2)+ G

efxz/2

p(x) = (1— X22> tG—;

208/327



Abel Yontemi 4

p = du/dx demistik. u(x) = [ p(x)dx ile u(x)'i bulalim.

—x2/2
u(x) = /(1_2)dx+C2/e >—dx
X X

2 e—x2/2
:x++C2/ —dx+ G
X X

Son olarak y = xu(x) kullanilarak genel ¢éziim yazilir.

Diferansiyel
Denklemler —X2/2

y(X)—x2+2+C2x/e dx + Cix

Homojen denklemin iki tane lineer bagimsiz ¢ozimu y; ve y»
ile 0zel ¢cozimi y, sudur.

e—X2/2
y1=Xx ve y2:x/ 22 dx ve yo=x>+2
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Diferansiyel Denklemlerin Seri Coziimleri

Lineer homojen degisken katsayili ikinci mertebe bir
diferansiyel denklem verilmis olsun.

y'+ A(x)y + fR(x)y =0

Burada f1(x) ile f(x) denklemde agik¢a verilen kesirli
fonksiyonlar olabilir.

Bu tiirdeki denklemlere sonsuz kuvvet serisi biciminde
Bl ¢coziimler arayabiliriz. Bulunan sonsuz serinin yakinsakligi
enklemler

ayrica incelenir. Ama once diferansiyel denklemin tekil nokta

yapilarini inceleyelim, ¢ilinkli onerecegimiz seriler bu tekil

noktalarin yapisiyla ilgili olacak.

Diferansiyel Denklemin Tekil Nokta Yapisi

Tamm: Eger fi(x) ve f(x) fonksiyonlari bir xp noktasinda
diizgiinse (tekil degilse), xo'a diferansiyel denklemin “diizgiin

noktasi” denir.
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Diferansiyel Denklemin Tekil Nokta Yapisi

Tanim: Eger f1(x) veya f,(x) fonksiyonu bir xg noktasinda
diizgiin degilse (tekilse), fakat

(x —x0)f(x) ve (x-— X0)2f2(x)

fonksiyonlari xp'da diizgiinse, o zaman xp'a diferansiyel
denklemin “diizglin tekil noktasi” denir.

Diferansiyel
Denklemler

Tanmim: Eger fi(x) veya f2(x) fonksiyonu bir xg noktasinda
diizgiin degilse (tekilse), ayni zamanda

(x —x0)f(x) ve (x-— xo)zfz(x)

fonksiyonlarindan en az biri xg'da hala diizgtin degilse, o
zaman xp'a diferansiyel denklemin “diizgiin olmayan tekil
noktasi” denir.
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Tekillik Yapisinin Cozuimle ilgisi 1

Durum 1: xq diizglin nokta ise diferansiyel denklemin xp
civarindaki ¢oziimii asagidaki gibi bir sonsuz kuvvet serisi
olarak yazilabilir.

oo
y = E cn(x — x0)"
n=0

Bu ¢oziim onerisini denkleme yerlestirerek ¢, katsayilar
arasinda bir baginti buluruz. Buna tekralama bagintisi denir.
Bu sonsuz serinin yakinsama araligi xg'a en yakin tekil noktaya
kadardir. Yani, — Xp| yazariz, burada xs
denklemin xp'a en yakin tekil noktasidir.

Diferansiyel
Denklemler
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Tekillik Yapisinin Cozuimle ilgisi 2

Durum 2: xq diizgiin tekil nokta ise diferansiyel denklemin xg
civarindaki ¢oziimu asagidaki gibi bir sonsuz kuvvet serisi
olarak yazilabilir.

o0

y = (x—xo) Z (x —x0)"

Burada m serbest indis, n toplam indisidir. Bu ¢ozum onerisini

Diferansiyel

Denklemler denkleme yerlestirerek m icin indis denklemi, ¢, katsayilari i¢in
de tekrarlama bagintisi buluruz. Bu sonsuz serinin yakinsama
aralig |x — xo| < |xs — xo| ile verilir, burada xs denklemin xp'a
en yakin tekil noktasidir.

Durum 3: xg diizgiin olmayan tekil nokta ise diferansiyel
denklemin xg civarinda sonsuz kuvvet serisinin varligi garanti
degildir.
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Diferansiyel
Denklemler

Diizgiin Nokta Etrafinda Acilimlar

Fizikte ve muhendislikte asagidaki diferansiyel denklemle sik¢a
karsilariz. ,

% +cot0% +Lll+1)y=0

Burada 6 bagimsiz degiskeni 0 < 6 < 7 araliginda degisen
kiiresel koordinattir ve ¢ simdilik keyfi bir sabittir. Simdi

x = cosf atamasi yaparak asagidaki diferansiyel denklemi elde

ederiz.
(1—x%)y" —2xy' +£(l +1)y =0  Legendre dif denk.

x'in tanim arahgr —1 < x < +1. Eger / =0,1,2,--- olursa
buna Legendre diferansiyel denklemi ve ¢oziimlerine de
Legendre polinomlari denir ve Py(x) ile gosterilir.
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Legendre Diferansiyel Denklemi 1

Not: Basta ¢ keyfi bir sabittir. Sonsuz serinin x = +1
noktalarinda yakinsak olmasini sart kosunca ¢ sabiti bir dogal
sayi olmak zorunda olacak!.

Legendre diferansiyel denklemini standart bicimde yazalim.

2x Ll+1)
1! !
— -0
y 1— x2y + 1— x2 y
o Buna gore fi = 12 5 ve fh = WH) fonksiyonlar x = +1
Bl noktalarinda diizgiin degildir, yanl xS = 41 tekil noktalardir.

Simdi de tekilliklerin yapisina karar vermek icin (x — xs)f; ve
(x — xs)?f, fonksiyonlarinin xs'daki davranislarina bakalim.

(x—1)fA=—(x— 1)1 2 =1 sonlu
xs = +1'de
(x — 1% = —(x — 12420 — sonlu

!Literatiirde 0'in bir dogal sayi oldugu konusunda fikir birligi yoktur.
Biz 0'1 dahil ediyoruz. 215/327



Legendre Diferansiyel Denklemi 2

O halde, xs = +1 diizgiin tekil noktadir. Benzer olarak,
xs = —1 de diizgiin tekil noktadir.

(x+1)A=-(x+1)

13’;2 =1 sonlu
xs = —1'de
(x+ 126 = —(x+ 12420 —0  sonlu

2 =

Simdi Legendre diferansiyel denkleminin ¢oziimii olarak xp = 0
Diferansiyel diizgiin noktasi civarinda kuvvet serisi yazalim.

Denklemler

y:chx”:co+c1x+c2x2+---
n=0

Bunun tirevlerini alalim.

o0 o
y' = E nc,x" 1 E n(n —1)c,x"2
n=0 n=0
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Legendre Diferansiyel Denklemi 3

Bunlari diferansiyel denkleme yerlestirelim ve x"~2 ile x"
parantezine alalim.

Z n(n— l)c,,x"*z—kz [-n(n—1)=2n+£({+1)] cpx" =0
n=0 n=0

Ik toplamda n =0 ve n = 1 terimleri n(n — 1) ¢arpanindan
dolayi sifir oldugu icin bu toplami n = 2'den baslatabiliriz.

Denbiemier Z n(n—1)c,x"~ 2—}—2 —n —n+£2+€] cnx" =0
n=2
Simdi sadece ilk toplamda n — n + 2 atayalim.

o0

D (n+1)(n+2)cnsox"

n=0

[e.e]
+> e +(—n)]ex"=0
n=0
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Legendre Diferansiyel Denklemi 4

x" ortak parantezine alalim.

> {(n+1)(n+2)cnra+ (€= n)(L+n+1)ca} x" =0
n=0

Polinom denkliginden {e} = 0 olmalidir. Yani,
(n=0)(n+£+1)
(n+1)(n+2)

Buna gore cift katsayilar ¢g cinsinden, tek katsayilar ¢;
cinsinden yazilr.

Cny2 = cn ‘tekrarlama bagintis”

Diferansiyel
Denklemler

n=0,2,4,--- icin bir ¢coziim yazalim.
L0+1
n=0igin c2:—(2—||_ )co
2—-02+70+1
n=2icin C4:( )(3: i )Cz

(L= 2)0(f+1)(£ +3)
- 41 c
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Legendre Diferansiyel Denklemi 5

Buradan cift ¢oziimi yazabiliriz. Buna birinci ¢oziim deriz.

}/1:C0+C2X2+C4X4+'--
:CO{1_£(£+1)X2+(6—2)€(€+1)(£+3) 4 +}

2! 41 T
n=1,3,5,--- icin de bir ¢coziim yazalim.
Diferansiyel
Denklemler n— 1 I(’:In C3 _ (g - 1;(|€ + 2) Cl
L  (3-0B++1)
n=3icin ¢ = 15 c3
=3¢ —-1)(¢+2)(¢+4)

= 5| C].

Buradan da tek ¢oziimi, yani ikinci ¢oziimd, yazariz.
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Legendre Diferansiyel Denklemi 6

yo=c+ x4 osx®+ -

:q{x (C=1)(+2) 4

1! 3!

(C=3)(¢—1)(L+2)(C+4)
n . 2]

e Ozellikler:

Denklemler

® Her iki sonsuz seri de —1 < x < 41 araliginda yakinsak,
fakat x = +1 noktalarinda iraksaktir. Her bir serinin
diferansiyel denklemin bir ¢coziimii olmasi icin x = +1
noktalarinda da yakinsak olmasini isteriz. Iraksak olan bu
iki sonsuz serinin x = 41 noktalarinda yakinsak
olabilmelerinin tek yolu £ =0,1,2,--- , n yaparak sonsuz
seriyi sonlu bir terimde kesmektir. Boylece her bir seri bir

polinom olur.
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Legendre Diferansiyel Denklemi 7

® {'nin her bir degeri i¢in cp ile ¢; sabitlerini y(x =1) =1
olacak sekilde belirlersek, elde edilen polinoma Legendre
polinomu denir ve Py(x) ile gosterilir, £ =0,1,2,---.
® /=0,2,4,--- ise y; bir polinomdur ve yakinsaktir, fakat
y» bir sonsuz seridir ve x = +1 degerlerinde iraksaktir,
yani y2(£1) = oo.
érnegin, ¢ =0 olsun.

yi(x) = o
3 5
iferansiye X X (5] 1 —+ X
Banenwé: )/2()<) =C <}( 4_ 7§’ ‘F ‘Ei’ ‘F . ":) = 757 In <:1 —x )

@ ¢=1,3,5,--- ise bu sefer y, bir polinomdur ve
yakinsaktir, fakat y; bir sonsuz seridir ve x = +1
degerlerinde iraksaktir, yani y;(£1) = oco.
érnegin, ¢ =1 olsun.

ro-o1-4 -5 ) -efi-4n(3)]

ya(x) = e1x
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Legendre Diferansiyel Denklemi 8

e Diferansiyel denklemin genel ¢oziimi soyle yazilir.

y(x) = a1y1(x) + azy2(x)

® a,=0vel=0,2,4,--- ise y(x) = A¢P¢(x) polinomu
Diferansiyel —1 < x < 41 araliginda denklemin yakinsak olan genel
Denklemler (;OZUmUdUr
® a3 =0vel=1,3,5--- ise y(x) = A¢P¢(x) polinomu
—1 < x < +1 araliginda denklemin yakinsak olan genel
¢cozumiidir.
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Diferansiyel
Denklemler

Diizgiin Tekil Nokta Civarinda Acilimlar
v keyfi bir sabit olmak lizere asagidaki denkleme Bessel
diferansiyel denklemi denir.

2y 4 xy' + (x> =12y =0 Bessel dif denk

Bunu standart formda yazalim.

2 _ 2

1 X
vy y=0

xp = 0 noktasinda tekillik goriinuyor. Tekilligin yapisini
arastiralim.

xf=xt=1 sonlu
xo = 0'da

22
x2f = x2u =12 sonlu

O halde, xp = 0 noktasi diizgiin tekil noktadir. Baska tekil
nokta goriinmuyor. Ama x = oo noktasina bakalim.
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Denklemin Sonsuzdaki Tekilligi

Bunun igin z = 1/x doniisiimii yapariz. x — oo giderken
z — 0 gider. Yani, yeni denklemin zg = 0 noktasini
inceleyecgiz.

Q_dydz_ 1 dy__zzﬂ

dx  dzdx  x2dz dz
d?y d Ldy\ | dz 2 d%y 3dy
a2 = [dz (‘Z dz)]dx_z P
Diferansiyel Simdi Bessel denklemi soyle olur.

Denklemler
d’y ldy . 22 —1?
dz2  zdz z4

y=0
Buna gore zyg = 0'da bir tekil noktadir. Tiriine karar verelim.

zf1 = z% =1 sonlu
Zp — O/da

2_.,2 v
7%, = 22% =00  sonlu degil
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Bessel Diferansiyel Denklemi 1

Sonugta, zp = 0 (yani xp = 00) noktasi, diizgiin olmayan tekil
noktadir. Bu durumda, xg = 0 diizguin tekil noktasina en
yakin tekil nokta xs = oo oldugu i¢in xp = 0 civarindaki
sonsuz serinin yakinsama araligi —oo < x < +o0 olur.

Simdi Bessel diferansiyel denklemine xp = 0 duizgiin tekil
noktasi civarinda kuvvet serisi ¢ozimu yazalim.

00 00
Diferansivel __m n __ n+m
Denklemler y=x"Y ax" =) cnx
n=0 n=0
)
y' = g (n+ m)c,x"tm=1
n=0
)
y" = E (n4 m)(n+ m — 1)c,x" ™2
n=0

Burada n toplam indisi ve m serbest indis.
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Bessel Diferansiyel Denklemi 2

Bunlari Bessel diferansiyel denklemine yerlestirelim ve
dizenleyelim.

o0

Z [(n + m) 1/2] xtm + Z ChX n+m+2 -0

n=0 n=0

Ik toplamda n — n + 2 atayalim. Yeni toplam n = —2'den

baslar.
0 oo
Dif iyel
Denklemler g [(n +m+ 2)2 _ 1/2] Cn+2xn+m+2 + 2 :Can+m+2 —0
n=-—2 —0
Ilk toplamda n = —2 ile n = —1 degerlerini agik¢a yazalim ve

toplami n = 0'dan itibaren yazalim.
[m2 - V2] cox™ + [(m + 1)2 - ] o xmH

[(n +m+ 2)2 — 1/2] Cpgox"FMT2 4 Z cx™mt2 =
n=0

WE

_%

3
Il
o
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Bessel Diferansiyel Denklemi 3

Ikinci satiri ortak parantezde yazalim.

[m* — 2] qox™ + [(m+1)* — %] e x™ 1

=0 =0

[e.e]
+> {[(n+m+27 =17 chsz + ¢} X" =0
n=0

=0

Diferansiyel
Denklemler

Eger xo = 0 duizgiin nokta olsaydi, o zaman ilk satir otamatik
olarak duisecekti ve elimizde sadece c,, ile c42'yi iliskilendiren
bir tekrarlama bagintisi kalacakti. Ama xp = 0 duzgiin tekil
nokta oldugu igin birinci satir dismedi. Ancak, simdi de
elimizde birinci satiri sifirlamak icin serbest indis m var.

Polinom denkligi li¢ tane baginti verir.
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Bessel Diferansiyel Denklemi 4

[ — 2] ¢ = 0
indis denklemi

[(m+1)2? =% =0

Cn
n+m+2)? —v?

Cnt2 = —( tekrarlama bagintis

Coziim icin dort olasilik var.

® Eger ¢cg = 0 ve ¢g = 0 olursa, biitin ¢, =0 olurve y =0

Diferansiyel

e asikar cozimiine ulasiriz. Asikar olmayan ¢coziimler istenir.

® Eger cgp # 0 ve c1 # 0 olursa, indis denkleminden
v2 = m? = (m+1)2 buluruz. m # m+ 1 oldugu icin bu
olasilik tutarsizdir ve kullanilamaz.

e Eger cg = 0 ve c1 # 0 olursa, indis denkleminden
m = —1 %+ v olur. Her bir m koku bir ¢oziim verir.

® Eger ¢y # 0 ve c; = 0 olursa, indis denkleminden

m = #+v olur. Her bir m koku bir ¢oziim verir.
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Bessel Diferansiyel Denklemi 5

Son iki olasilik ¢oziim olabilir. Biz dordiinciiyle devam edelim.
Yani, birinci ¢oziim icin m; = +v indis koki ile ¢ = 0 sartini
kullanalim.

yi(x) = x"(co + cx® + aaxt + )

Bu durumda tekrarlama bagintisi soyle olur.

Diferansiyel
Denklemler Cn
2= (n+m+2)2_l/2 m=v
— Cn
T ntm2)+[(nFm+2) -],
Cn

(n+2v+2)(n+2)
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Bessel Diferansiyel Denklemi 6

n=20,2,4,--- icin bir hesap yapalm.

0ici Co (&)]

n = ICIN Cy) = — = —

R T T R )2 22(1+v)
%} . €0

n=2idn G =TT @) T A2 1 )2+ )

Diferansiyel
Denklemler

o (1fa
n = 2pigin C2P_22p(p!)(1—|—V)(2—|-V)"'(P+V)

burada p =1,2,3,---. Bunlan yukarndaki y;(x)'de
yerlestirelim.
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Bessel Diferansiyel Denklemi 7

1+ o1l 2)2+(1+,,)1(2+,,)21!(§)4

(1) 1 /x\2n
_+...+(1+V)(2_{_V),..(n+u)m(§) ]

yi(x) = cox” [1— L &

Diferansiyel

Denklemler Burada ¢g = ﬁ yazilirsa, bu sonsuz seriye “1. Tir Bessel
Fonksiyonu" denir ve J,(x) ile gosterilir.

Ikinci ¢ozim mo = —v indis kokilinden elde edilir. Birinci indis
kokiinde takip edilen adimlar tekrar edilerek y»(x) elde edilir.
Ya da bu ornekte kisaca y;(x)'de v — —v yazarak y>(x)
hizlica yazilabilir.
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Bessel Diferansiyel Denklemi 8

()= [1 - (3)+ u_y)l(z_y)zln )

(-1 Ly
_+"'+(1_V)(2—V)"'(P_V)a<§) }

Bu seri de uygun bir sekilde normalize edilirse “2. Tiir Bessel
Fonksiyonu" denir ve J_,(x) ile gosterilir. Bazi kaynaklarda
N, (x) veya Y, (x) ile gosterilir ve Neumann fonksiyonu veya

Diferansiyel

Denklemler Weber fonksiyonu denir. v pozitif tam sayi olursa payda da
sifirlar olduguna dikkat!

Sonucta, Bessel diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii
y(x) = a1y1(x) + a2y2(x) olur. Eger v > 0 ise, 0 zaman
x = 0'da y»(x) pathyor (iraksaktir).

Not: m; = my veya my ile mp tam sayi olmasi durumlarinda,
y2(x) fonksiyonu y;(x)'den lineer bagimsiz olmaz. Bu

durumlarda ikinci ¢oziim asagidaki teoriyle elde edilir.
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Fuchs Teoremi

Ikinci mertebe lineer diferansiyel denklemin xp diizgiin tekil
noktasi etrafindaki ¢oziimi soyle yazilir.

o0
y = E cn(x — x0)"™
n=0

Serbest indis m icin bir indis denklemi ve ¢, icin de tekrarlama
bagintisi bulunur.

Diferansiyel

Denklemler ® Eger my # my ve my ile my tam sayi degil ise, o zaman
her bir indis koki biri birinden lineer bagimsiz iki ¢oziim
verir. Genel ¢oziim bu ikisinin toplamidir.

® Eger my # my ve my ile mp tam sayi ise, 0 zaman my
koku bir ¢coziim verirken my'nin verdigi diger ¢oziim ilkine
lineer bagimhdir. Yani, bir tane ¢6ziim bulmus oluruz.

® Eger my = my ise, o zaman yalnizca bir tane ¢oziim
bulmus oluruz.
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Fuchs Teoremi (dvm 1)

(b) ve (c) durumlarinda ilk ¢éziimden lineer bagimsiz olan
ikinci ¢oziim “Abel yontemi” veya “Frobenius yontemi” ile
bulunur. Abel yontemiyle diferansiyel denklemin mertebesi
dustrilerek birinci ¢oziimden lineer bagimsiz ikinci ¢oziim elde
ediliyordu, daha once gordiik.

Frobenius Yontemi:

(b) Eger my ve my tam sayi ise

Diferansiyel

Denklemler @ Iindis kokii kullaniimadan yalnizca tekrarlama
bagintisindan yararlanilarak bir seri ¢coziimi yazilir,
y =y(x,m).
@ my > my ise birinci ¢oziim biiyiik kokle bulunur.
y1(x) = y(x, m)
@ y1(x)'den bagimsiz olan ikinci ¢dziim séyle elde edilir.

120 = o 1(m — m)y(x, m)]

m=my
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Fuchs Teoremi (dvm 2)

(c) Eger my = my ise
® indis kokii kullanilmadan yalnizca tekrarlama
bagintisindan yararlanilarak bir seri ¢oziimu yazilir,
y =y(x,m).
@ Birinci ¢oziim yi(x) = y(x, my) ile elde edilir.

Bl @ y1(x)'den lineer bagimsiz olan ikinci ¢6ziim sdyle elde
edilir. o )
y\x,m
yQ(X) - T
m m=my
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Sorular ve Coziumler

Soru : Asagidaki diferansiyel denklemlerde bagimsiz degiskeni,
bagimli degiskeni, denklemin mertebesini ve denklemin
derecesini alttaki tabloda uygun yerlere yazin.

(@) y® —xy—eX+1=0, (b) 52%—4—51'%:54—71',

2
()3 (%8) +2(L) "+~ b =0

Diferansiyel Cazijm:

Denklemler

’ H Bsiz Degisken ‘ Bli Degisken | Mertebe | Derece

(a) X y 3 1
(b) s t 2 1
(c) a b 4 2
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Sorular ve Coziumler

Soru: x” + 2x" 4+ 26x = 82 cos(4t); x(0) =6, x'(0) =0,
baslangi¢c deger problemini ¢oziin.

Coziim: Homojen ¢oziim:
x=e® = r2+2r+26=0 = r=-145/

xp = € (c1 cos5t + cpsin5t)
Bisisd Ozel ¢cozim: x, = Acos4t + Bsin4t. Turevlerini alalim.

Denklemler

x' = —4Asin4t + 4B cos 4t
x” = —16Acos4t — 16Bsin 4t

Bunlari inhomojen denkleme yerlestirerek sunu elde ederiz.

A=5 ve B=4 = x,=5cos4t+ 4sin4t
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Sorular ve Coziumler

Genel ¢oziim: x = xp, + X, ve tlirevi soyle olur.

x(t) = e *(c1 cosbt + cysin5t) + 5cos 4t + 4sin 4t
X'(t) = e *[(5¢2 — c1) cos 5t — (5c1 + ¢p) sin 5t]
— 20sin4t + 16 cos 4t

Diferansiyel

Dttty Baslangi¢ sartalariyla ¢; ve ¢ yi belirleyelim.

(i) X(O):6 = aq+5=6 = =1
(ii) X/(O) =0 = boo—ca+16=0 = c=-3
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Sorular ve Coziumler

Soru: m, b, g pozitif reel sabitler olmak lizere asagidaki
baslangi¢c deger problemini diistinelim.
d?x dx dx(0)

TR pt — -
mdt2+ p mg =0, x(0)=0, ™

=0

dx/dt = v atamasiyla diferansiyel denklemin mertebesini
dusturerek bu problemi ¢coziinuz.

Bl Cevap: dx/dt = v atamasiyla diferansiyel denklem su hale
gelir.
d
md—: +bv—mg=0
Bu diferansiyel denklem degiskenlerine ayrilabilirdir.
d —bd
L m/v——b/dt
mg — bv mg — bv
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Sorular ve Coziumler

Her iki integral de kolayca ¢ozilebilir.

- bt c—b
In(mg — bv) = € = v me e

Baslangi¢ sartlarindan birini, v(0) = 0, uygulayarak integral
sabiti c1'i belirleyelim.

Diferansiyel eCl/m — % _— V(t) — % (1 o e—bt/m)

Denklemler b

Simdi de dx/dt = v kullanarak x(t) = [ v(t)dt bagimli
degiskenini hesaplayalim.

m2
x(t)z?/(l—ebt/m) dt = %t—i——bz e bt/m 4 ¢,
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Sorular ve Coziumler

Diger baslangi¢ sartini, x(0) = 0, kullanarak ikinci integral
sabiti ¢'yi belirleyelim.

2 2
m-g m-g
0+ “z;i" + = 0 — C = ——‘4135?*
Dife iyel v .. P . .
Denklomier Sonucta baslangic deger probleminin tam ¢oziimii soyle olur.

2
mg m-g _
x(e) = e =T (1)
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Diferansiyel
Denklemler

Sorular ve Coziumler

Soru: (a) E bir sabit olmak iizere ¢ + (E — x?)¢ =0
diferansiyel denkleminin x = oo daki tekilligini arastiriniz. (b)
W(x) = e /2y (x) déniisiimiiyle

y'=2xy'+(E-1)y =0

diferansiyel denklemini elde ediniz. Simdi bu yeni denklemin
x = 0 noktasi civarindaki genel ¢oziimini en az iicer terim
tutarak yaziniz. Coziimiin bir polinom olmasi (yani, belirli bir
terimden sonra serinin diger terimlerinin sifirlamasi) i¢in E'nin
saglamasi gereken kosulu bulunuz.

Cevap: (a) Diferansiyel denklemde x = 1/z atamasi yaparak
yeni denklemde z = 0 noktasini inceleriz.

4

wzz‘i‘gd}z"’ : <E—12>w:0
V4 z
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Sorular ve Coziumler

Buna gore

z=0da fi(z)=-=0o0 fakat zfi(z) = sonlu

Hmm

1
z=0da fh(z)= 4<E>:oo ve z°hH(z) =0

=)
oldugu icin z = 0, yani x = oo, diizguin olmayan tekil noktadir.

Diferansiyel (b) ¥(x) = e*/2y(x) atamasiyla

Denklemler

1/)/ _ e—x2/2 (y/ _ Xy)
¢” _ —x2/2 [ 2xy + (X o 1))/]

olur ve diferansiyel denklem su hale gelir;

y'—2xy +(E—1)y =0
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Sorular ve Coziumler

Burada x = 0 noktasi bu diferansiyel denklem icin “dlizgiin
nokta” oldugu i¢in y = >, c,x” bi¢iminde seri ¢oziimii

arariz.
o0 oo [e.e]
y = E X" =y = E neax™ 1 E (n—1)c,x" 2
n=0 n=0 n=0
Diferansiyel Bunlar diferansiyel denkleme yerlestirelim ve x’in kuvvetlerine
Denklemler o - H
gore diizenleyelim.
(o.9)
E n—1c,,x”2+E [—2nc, + (E —1)cy]x" =0

n=0

Ik toplamda n(n — 1) carpanindan dolayi toplami n = 2'den
baslatabiliriz.
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Sorular ve Coziumler

Z (n—lcnx”2+z —1-2n)cpx"=0

n=2
Simdi de ilk toplamda toplam |nd|sm| n — n+ 2 olarak
degistirelim.
o0 o0
Z(n + 1)(n+ 2)cp2x" + Z (E—=1-2n)c,x"=0
n=0 n=0

Diferansiyel
Denklemler

Artik x™ ortak parantezine alabiliriz.

Z[ n+1)(n+2)cpso + (E —1—2n)cy] x" =0
n=0

Buradan tekrarlama baginitisini yazariz.
E—1-2n
Chi2 = —7——7—=C

245/327



Sorular ve Coziumler

Ik alti katsayiyl yazalim.

E-1 E—-1)E-5
#0 = co=- ol cQ = C4:(L)|.(I)C0
E-3 E—-3)E-7
1 ?é 0 = 3 = — C1 = Cy = ‘gggggggggzggggggggg)rcl
3! 51
Sonugta seri ¢oziimii y(x) = co + c1x + cox® + c3x3 + -+ su
— hale gelir.
Diferansiyel
Denklemler
1-E 1-E)5-E
y(x) =co [1+ 24 X )X4+...]
2! 41
y1(x)
3—E 3—E)7—-E
+C1[X+3| X3+(;(|)X5—|—--~:|

y2(x)
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Sorular ve Coziumler

x — £00 iken hem y;(x) hem de y»(x) raksaktir. Bu ¢oziimii
yakinsak yapmak icin sonsuz seri belli bir terimde kesilmelidir.
Yani, E=2n+1 burada n=0,1,2,--- olmahdir.

Diferansiel E=1,509,--- iken ¢#0 ve =0
E=3,7,11,--- iken =0 ve ¢ #0
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Sorular ve Coziumler

Soru: Asagidaki diferansiyel denklemin iki ¢oziimiinii x = 0
civarinda seri olarak en az li¢ terim tutarak yaziniz.

4xy" +2y' +y =0

Cevap: x = 0 noktasi diizgiin tekil nokta oldugu icin
Yy = >0 cnx™ ™ Snerelim. Bunu diferansiyel denkleme
Bl yerlestirelim.

Denklemler

o0

Z 4(n+ m)(n+m —1)c,x" 1
n=0

o oo
+ Z 2(n+ m)c,x"tm1 4 Z XM =0
n=0 n=0

Ortak paranteze alalim.
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Sorular ve Coziumler

Z 2{(n+ m)[2(n+ m) — 1]}C,,x”"""_1 + Z c XM =
n=0 —o

Birinci toplamda n — n+ 1 yazalim. Bu durumda yeni toplam

n = —1 den baslar.
o0 o0
sais D 2A(mtm )R>t m+1) =1 enpax ™y cox™ =0
n=-1 n=0
Birinci toplamda n = —1 yazip, toplami n = 0 dan baslatalim.

2Com(2m — 1)x™1

oo
+ 2[2(n +m+1)(2n+2m+1)cpr1 + co]x"T™ =0
n=0
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Sorular ve Coziumler

Buradan indis kokleri ve tekrarlama bagintisi soyle olur.

—Cp

1
m =0, m=—= ve Cpy1 =

2 2(n+m+1)(2n+2m+1)

Her bir indis kokii bir ¢oziim verir. Buna gore birinci ¢oziim
icin tekrarlama bagintisinda m = 0 yerlestiririz:

Diferansiyel Cn+1

Denklemler - (2” + 1)(2” + 2)

O halde, c; = —cp/2!, ca = ¢p/4!, - -+ olur. Sonugta,

o 2
_,0 n_
x) = x chx—co<1—2|+—+ >
n=0
:cocos\/>?
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Sorular ve Coziumler

Ikinci céziim icin tekrarlama bagintisinda m = 1/2 yerlestiririz:

C = —¢n
T 2n+2)(2n + 3)

O halde, c; = —co/3!, ca = Gy/5!, - - olur ve sonucta,
Diferansiyel
Denklemler o0 3/2 5/2
1/2 12 X X
)/2(X)=X/ Z;)Cnxnzco (X/ _3|+5|_+>
n—=:

= g sin v/x
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4 BOLUM 7

OZEL FONKSIYONLAR

Fonksiyonlar
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Ozel
Fonksiyonlar

Ortonormal Vektor Uzayi

Eger V" = {1, o, -+ , iy -+ U}, i=1,2,-++ n,
kiimesinin elemanlari lineer bagimsizlarsa, V" kiimesine
n-boyutlu vektor uzayi denir. llaveten bu vektorler asagidaki
skaler ¢carpim kuralini saglarlarsa,

. o J1 =] ise
”"”f_‘s'f_{o i #j ise

o zaman, i;'ler ortonormal vektorlerdir deriz. Bu durumda
herhangi bir A € V" vektoriinu bu vektorler cinsinden
yazabiliriz.

n
A=Al + Agily + - - + A, :ZA,-LT,-
=1

Burada i;'ye ortonormal baz vektérii, A;'ye A'nin i-yinci
bileseni denir. i; bir vektor, fakat A; bir skalerdir.
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Ozel
Fonksiyonlar

Bir Vektorun Bilesenleri

Tanim: Eger A; € R ise V"'ye “reel” vektor uzayi, A; € C ise
“kompleks” vektor uzayi denir.

A;'yi hesaplamak icin yukaridaki acilimi &; ile skaler carpariz.
n n
G A=Y A0 = Adj = A
- T~ I
J 5 J

Hatirlatma: Kompleks vektor uzayinda, vektorlerin skaler
carpiminda sira onemliydi!

AB = (é.ﬁ)
Bunu matrisler bashgi altinda somut olarak gormustiik.

O halde, iki vektoriin skaler carpimini dikkatlice tanimlayalim.
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Iki Vektoriin Skaler Carpimi

Tanim: A), B € V" vektérlerinin skaler carpimini soyle yazariz.

AB .~ (AE) - (S adY 5o
i=1 j=1
:ii;\;‘s (a@, ;) ZZA*B 8
i=1 j=1 i=1 j=1

n
A B) = ¥
Ozel ( ’ ) ZAI BI
Fonksiyonlar i=1
= AiB1 + A3By + -+ + ALB,
Dikkat! Skaler carpim i¢in notasyon degisti.
AB — ([\’, §)
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Iki Fonksiyonun Skaler Carpimi

Simdi kesikli i-parametresi siirekli x-parametresiyle ve ) .
islemi [ dx islemiyle yer degistirsin. Dolayisiyla A; nesnesi
A(x) nesnesiyle yer degistirir. 1 <j < naraligidaa<x<b
araligiyla yer degistirsin.

b
(A(x), B(x)) ::/ A*(x)B(x)dx skaler carpim

Bu isleme a < x < b araliginda taniml A(x) ile B(x) kompleks
fonksiyonlarinin skaler carpimi denir. Skaler carpimin sonucu,

Ozel - . .-
Fonksiyonlar tanim geregi bir sayidir. Bu sayi reel veya kompleks olabilir.

Herhangi bir A(x) fonksiyonunun (vektoriiniin) normu veya
boyu her zaman pozitif reel sayi olur.

A = V(A(x), A(x)) € RT

Daha dogrusu |A(x)| > 0 olur.
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Ozel
Fonksiyonlar

Fonksiyonlardan Olusan Vektor Uzayi

A € V" vektériinii cebirsel gosterimde bilesenleriyle temsil
ederiz.

EZ(A17A27"' 7Ai7"' 7An)
E::A;—>A(X)

O halde, a < x < b araliginda tanimli biitlin fonksiyonlardan
olusan kime, V> = {A(x), B(x),--- ,f(x),g(x),- -}, bir
vektor uzayi olusturur. Vektor uzayinin elemanlarina vektor
dendigi icin fonksiyonlara artik zaman zaman vektor diyecegiz.

a < x < b araliginda x-parametresi sonsuz tane deger
alabilecegi icin V' kiimesinin sonsuz tane elemani vardir.
Yani, fonksiyonlardan olusan bir vektor uzayinin boyutu
sonsuzdur. O nedenle, V°° kiimesinde oo sembolii kullandik.
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Ornek: Ortonormal Fonksiyonlar 1

Asagidaki fonksiyonlarin 0 < x <1 araliginda ortonormal
olmalari icin reel ¢; sabitlerini belirleyiniz.

f(x)=c, g(x)=c+ax

Coziim: Once f'nin boyunu 1 yapalim, yani normalize edelim.

1 1
(f,fl=1 = /|f\2dx:/c12dx:1 = =1
0 0

Onel Simdi de bu normalize f'yi g'ye dik (ortogonal) yapalim.

Fonksiyonlar

1 1
(f,g) =0 = / f*ng:/ (1)(c2 + e3x)dx =0
0 0
G 2\' _
(c2x+ 2x )0_0

C
C2—|—§3=0 = g=-20
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Ornek: Ortonormal Fonksiyonlar 2

Son olarak g'yi normalize edelim.

1
(g,8)=1 = /0 gl*dx =1
1
/ (3 + 2c0e3x + c3x?)dx = 1
0
42 1
<c22x—2c2x + == 2 3) =1
3 0
C = \/f§ = (3= ——:2\/(§

Sonugta , f(x) =1 ve g(x) = v/3(1 — 2x) fonksiyonlari
0 < x <1 araliginda ortonormal iki tane fonksiyondur.

Ozel
Fonksiyonlar
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Sin(nx) ve Cos(nx) Fonksiyonlan 1

n,m=1,23 --- olmak lizere 0 < x < 27 araliginda
{1, sin(nx), cos(nx)} kiimesinin elemanlarini distinelim.

Ozel
Fonksiyonlar
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Sin(nx) ve Cos(nx) Fonksiyonlan 2

Bunlar arasindaki skaler carpimlarin sonuglari soyledir.

27
/ (19)(1)dx = 27
0

2w
/ sin*(nx) sin(mx)dx = wdpm
0

o diklik
/ cos™(nx) cos(mx)dx = Tpm et _
0 (ortogonallik)
2m bagintilari
Ozel / sin*(nx) cos(mx)dx = 0
Fonksiyonlar 0

2w
/ (1*) sin(nx)dx = 0
0
2
/ (1*) cos(nx)dx =0
0

Burada sin*(nx) = sin(nx) ve cos*(nx) = cos(nx) ve 1* = 1.
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Sin(nx) ve Cos(nx) Fonksiyonlan 3

Dogrulamak icin su bagintilar kullanabiliriz.
sin(nx) sin(mx) = % [cos(n — m)x — cos(n + m)x]
cos(nx) cos(mx) = % [cos(n — m)x + cos(n + m)x]
sin(nx) cos(mx) = % [sin(n — m)x + sin(n + m)x]

Diklik bagintilari yardimiyla ortonormal bir kiime yazabiliriz;
. 27
{ éﬂ,ﬁsm(n x), fcos(nx)}. 5 [\/#27} [\/#27} dx =1

/O% [lﬁ sin(nx)} [\/17? sin(mx) | o = Gom

2w 1 7
/ [ cos(nx)] [ cos(mx)| dx = pm ortonormallik
0

/02”[ 17r Si”(”x)] [ ﬁCOS(mX) dx =0

Ozel
Fonksiyonlar
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Sin(nx) ve Cos(nx) Fonksiyonlan 4

Bolumiin basinda yaptigimiz gibi 0 < x < 27 araliginda
tanimli herhangi bir f(x) fonksiyonunu, bu ortonormal
fonksiyonlar cinsinden yazabiliriz.

F(x) = +Z{a cosnx)+b’fsm("><)}

Not: Bu agilimi temel vektor analizinden bildigimiz asagidaki
basit ve temel bagintiya benzetebilirsiniz.

Ozel
Fonksiyonlar

A= Ai+ A7+ Ak

Yani, ﬁ’ fcos( X), fsm(nx) fonksiyonlari 7, 7, k'ler gibi

ortonormal baz vektorler ve ap, a,, b), katsayilari da
Ax, Ay, A;'ler gibi bilesenlerdir.
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Sin(nx) ve Cos(nx) Fonksiyonlar 5

Burada heniiz bilmedigimiz aj, a}, ve b], bilesenleri yerine
ap/V?2m = ap, aj,/\/m = an ve b},/\/m = b, atamasi yaparsak
bu acilim su hale gelir.

f(x) = a0l + Y _{ancos(nx) + bysin(nx)}

n=1

el Bu agilima “Fourier serisi” denir. Buradaki ag, an, by
Fonksiyonlar . .. oy
katsayilarini bulmaya da Fourier analizi adi verilir.

Yukaridaki diklik bagintilar yardimiyla ag, a,, b, katsayilari
hizlica hesap edilebilir.
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Sin(nx) ve Cos(nx) Fonksiyonlarn 6

27
20 = %(1, F(x)) = 21/0 F(x)dx

27

ap = %(cos(nx), f(x)) = % S f(x) cos(nx)dx
27

b, = %(sin(nx), f(x)) = 71r/0 f(x)sin(nx)dx

Ozel
Fonksiyonlar

Not: sin(nx) ile cos(nx) fonksiyonlari

d2y
gz Ty =0

diferansiyel denkleminin ¢ozimleridir.
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Sin(nx) ve Cos(nx) Fonksiyonlan 7

Tekrarlama Bagintilan
Asagidaki bicimde verilen ifadelere tekrarlama bagintilar denir.

2

cos(2nx) = cos?(nx) — sin?(nx)

® sin(2nx) = 2sin(nx) cos(nx)

e cos[(n+ m)x] = cos(nx) cos(mx) — sin(nx) sin(mx)
® sin[(n + m)x] = sin(nx) cos(mx) + cos(nx) sin(mx)

® cos?(nx) +sin?(nx) = 1

Oze\.
Fonksiyonlar ° COS/(nX) = —n sin(nX)

sin’(nx) = ncos(nx)

Bu bagintilar, sinus ve cosinus iceren integrallerde sik¢a
kullanilir. Ornegin, diklik bagintilarini bunlar yardimiyla
dogrulamistik.
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Kompleks Fourier Serisi

n,m=0,+1,£2, --- olmak tzere {ei"x} kimesi, 0 < x <27
araliginda biri birine dik (ortogonal) fonksiyonlar kiimesidir.

2r . o
/ (elmx) e dx = / e'(n_m)de =270nm diklik
0 0

Diklik bagintisi yardimiyla ortonormal bir kiime olusturabiliriz,

{\/%e""x}. O halde, yine 27 periyodlu herhangi bir f(x)

fonksiyonunu e™ fonksiyonlarinin toplami olarak yazabiliriz.

Ozel
Fonksiyonlar

+oo . 1 27
f(x) = Z c,e™ = ¢,

n—=—oo

=5 A f(x)e ™ dx

Yine, e™ fonksiyonlari y” 4+ n?y = 0 diferansiyel denkleminin
¢oziimleridir. Burada e®” = cos(nx) + isin(nx), co = ao,
Cn+ c_p = ap ve i(cp — c_p) = by, yazarsak yukaridaki Fourier

serisini elde ederiz.
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Kompleks Fourier Serisinin Otesi

Simdi de kesikli n-parametresi, siirekli k-parametresi ile yer
degistirsin. Bu durumda —oo < k < 400 olmak lizere

—00 < x < 400 araliginda e** fonksiyonlar bir ortogonallik
bagintisi saglarlar.

+o0 +o00 ;-

ik'x\ " Likx g i(k—K)x g _ J 00 k=K'ise

/_Oo (e )e dx /_Ooe dx {o k £ K ise
k # k' oldugunda integralin sifira esit olmasin

el(k=K')x — @itx — cos(lx) 4 isin(¢x), £ # 0, yazarak asagidaki
sekilden gorebiliriz.

Cos{ %) Sialé) I

Mygee
%HU \/A\/ XML

Ozel
Fonksiyonlar

x\r
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Dirac Delta Fonksiyonu §(x-x’)

Kesikli i-parametresinden siirekli x-parametresine gectigimizde

Ai — A(x) , Z—>/dx, §ij — 6(x — x')

)1 i=jise , oo x=x"ise

5’1_{0 i # jise 5(X_X):{ 0 x#x ise
0jj = 0ji S(x —x)=6(x"—x)

. > Aidy = A / A(x)3(x — x')dx = A(X)

Fonksiyonlar
Zé"f:l /5(X—x')dx:1

J
d(x — x") fonksiyonu x = x” noktasinda yiiksekligi sonsuz,
genisligi “sifir” ve altinda kalan alani 1 olan tuhaf bir Gauss
(¢an) egrisi gibi davraniyor. Dirac delta fonksiyonu, integral

islemi altinda “iyi” davranisli olan ilging bir fonksiyondur.
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Fourier Dontisumu

e’®™ fonksiyonlarinin dikligini (ortogonalligini) artik 6(k — k')
ile ifade edebiliriz.

+00 .y I too ’
/ (e’k X) e’kXdX — / e’(k_k )XdX = 2776(/( — k,)

— 00 —00

Bu durumda \/%e"kx fonksiyonlari ortonormaldirler. Boylece,
—00 < x < +o0 araliginda tanimli periyodik olmayan (veya
periyodu oo olan) herhangi bir f(x) fonksiyonunu bunlarin
“toplami” olarak yazabiliriz.

+o0 .
f(x) = \/12? / g(k)e™ dk

Buna g(k)'nin Fourier doniisimi denir. Burada g(k)'yr f(x)
fonksiyonunun k-bileseni gibi gorebiliriz. g(k)'yi bulmak igin
f(x)'i ﬁe”‘x ile skaler carpalim.

Ozel
Fonksiyonlar
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Ters Fourier Donusumu

g(k) = <\/127Te"kx, f(x)> _ \/12? /_ :o e F (x)dx

Buna ters Fourier dontstimiu adi verilir. lki donusumun ve
tanimlarin tutarlihgini soyle kontrol ederiz.

oo ik ik’ /
k _I X I X k Ix
W= [ [ e ara
1 +o0 too
el = g(k") { / el(k —k)de} dk’
Fonksiyonlar 21 J_ S
1 [t

= g(K)2m8(k — K')dk' = g(k)

Not: Diklik bagintisinda normalizasyon ¢arpani olan 27'yi biz
1/+/2m olarak her iki integrale koyduk. Bazi kaynaklar 1/27'yi
sadece x-integraline, bazilari da sadece k-integraline koyar.
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Ornek: Fourier Serisi 1

Uygulamalarda {1, sin(nx), cos(nx)} kiimesinin elemanlarini
27 periyodlu f(x) fonksiyonunu sonsuz seri olarak yazmak igin
kullaninz; f(x + 27) = f(x). Genel olarak, x — 27x/T
doniisimiyle T periyodlu yeni bir ortogonal kiime elde ederiz;
{1,sin (”27”) , COS (”27?’()}. Ornegin 2L periyodlu asagidaki
kare dalgayi inceleyebiliriz.

J(x)

7 . \
.. / t \
Ozel y AN
Fonksiyonlar 0 /

|
(] ‘ ~
—
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Ornek: Fourier Serisi 2

A bir sabit olmak tizere 2L periyodlu asagidaki kare dalga
fonksiyonunu —L < x < +L araliginda Fourier serisine aginiz.

Flx) = —A, —L<x<O0ise
| +A, 0<x<+Lise
Dikkat! Bu fonksiyon antisimetrik; f(—x) = —f(x).

Cozim: Once —L < x < +L araliginda biri birine dik siniis ve
kosiniis fonksiyonlarini belirleyelim. ijL lsin(”LLX)dx =0,

[t 1cos(mx)dx =0, [T} 1dx = 2L,

Ozel

Fonksiyonlar +L
/ sin(ﬂ) sin(mwx)dx = Lépm
. L L

/+Lsin(mzx> cos(rmLTX>dx =0
L

/+L cos<mZX> cos(rmLTX>dx = Lbpm
L
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Ornek: Fourier Serisi 3

Not: —L < x < +L araliginda bunlardan baska ortogonal
sinis ve kosinis fonksiyonlari olabilir. Biz burada x — 2mx/2L
dontsimi yardimiyla diklik bagintilar elde ettik. Bunu suna
benzetebiliriz; bir vektor uzayinda birden fazla ortonormal baz
bulabiliriz.

f(x) fonksiyonunu segtigimiz ortogonal fonksiyonlar cinsinden
yazabiliriz.

f(x )—301+Za,,cos( )+Zb sm(mrx)

ap'1 belirlemek icin her terimi 1 ile skaler ¢carpalim.

+L +L > +L nmx
fxdx:ao/ dx + / cos| — |dx
/L ( ) L Z L ( L )

- - =1

Ozel
Fonksiyonlar

00 4L

n7rx
+ E b, sm dx

n=1 -L
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Ornek: Fourier Serisi 4

Soldaki integrali hesaplariz, sagdakileri diklik bagintilarindan
yazariz. f(x) tek fonksiyon oldugu ve integral simetrik aralikta
alindigi icin sol taraf sifir olur.

0=a2L+04+0 = a=0

am'yi belirlemek icin her terimi cos(Z7*) ile skaler carpalim.

+L +L
Szel / f(x) cos(@)dx = ao/ cos(@> dx
Fonksiyonlar —L L —L L
o +L
—i-Za,,/_L cos(niLX) cos(mzrx>dx

+,,§31bn/L sm(%x) cos(?)dx
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Ornek: Fourier Serisi 5

Esitligin solundaki integral simetrik aralikta ve f(x)cos(Z1)
tek fonksiyon oldugu icin sonucu sifirdir. Sagindakilerin
sonuglarini dogrudan diklik bagintilarindan yazariz.

0=0+> apléym+0 = am=0

Ozel
Tty Son olarak, b,,'yi belirlemek icin her terimi sin(T) ile skaler

carpalim.

mnx
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Ornek: Fourier Serisi 6

3t [ (7 s (7

mmXx

Sj:Lsiyon,a, Esitligin solundaki integral simetrik aralikta ve f(x) sin( T )
cift fonksiyon oldugu igin asagidaki gibi yazabiliriz.
Sagindakilerin sonuglarini dogrudan diklik bagintilarindan

yazariz.

L
2/0 Asin(mZTX)dx - O+O+Zn:b,,L5nm
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Ornek: Fourier Serisi 7

Boylece,
2AL 2A
71—— M = Lby, bpm=—[1—(-1)"
[1—(=1)"] = = (=17
b — %‘T m=1,3,5,--- ise
10 m=24.6,--- ise

Sonugta, bize verilen f(x) fonksiyonu sdyle yazilabilir.

Ozel

onksiyonlar s 37T 57TX
rontetvert f()—bls|n<L)+b3sm<L>+b5sm<L>+
_ﬁl (E)+1 37x +1. 5mx N
= 1sm T 3sm e 5sm -
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Ornek: Fourier Doniisiimii

_ 1 —ikx H H H
g(k) = irds ° normalize fonksiyonunun Fourier

doniisimiini hesap ediniz. xp bir sabit.

Cozim:

+o00 .
f(x) = \/12? / g(k)e™ dk

1 teo g P
— / e—/kxo elkx dk
Ozel ) vV 27 —o0 V 2w
Fonksiyonlar 1 400 '
- elk(x—xo)dk
27 J_ o

= d(x — x0)
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Legendre Polinomlan 1

Asagidaki polinomlara Legendre polinomlari denir.

Po(X =1
Pi(x) = x
1 2
Pr(x) = 5 (3x* —1)
1
P3(x) = > (5x3 - 3x)
Ozel . 1 de
Fonksiyonlar 2 ¢ . i
Py(x) = 271 2l (x*=1)"  Rodrigues formiilii

Bu polinomlar, —1 < x < +1 tanim bolgesinde Legendre
diferansiyel denkleminin ¢oziimleridir.

(1—x?)P) —2xP, 4+ £({ +1)P; = 0
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Legendre Polinomlarn 2

Py(x) polinomlari, bu diferansiyel denklemin x = 0 noktasi
civarindaki yakinsak seri ¢oziimiiniin y(x = 1) = 1 sartiyla
elde edilen halidir. Normalizasyon katsayisi, % bu kosulla
elde edilir.

1.00 A

0.75

0.25 1

Ozel
Fonksiyonlar 0.00 4

—0.25 A

—0.50 1

-hr =P =P
-Ph —=-PB -=Ph

—0.75 A

—1.00

—1.00 —-0.75 —=0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Legendre Polinomlan 3

Py(x), ¢-yinci derece polinomdur ve belli bir paritesi vardir.

+1, ¢ =cift

Po(—x) = (-1)'Py(x) = Pf(‘l):{_1 0 = tek

Ayrica, ¢ = tek ise P;(0) = 0, fakat ¢ = ¢ift ise P;(0) # 0.

Uretici Fonksiyon

Legendre polinomlarini elde etmenin Rodrigues formuliinden
Ozel baska bir yolu da tretici fonksiyon kullanmaktir. |t| < 1 olmak
onieentsr tzere ¢(x,t) = 1/v/1+ t? — 2tx fonksiyonu Py(x)’in iretici
fonksiyonudur. ¢(x, t) fonksiyonu t'ye gore t = 0 civarinda
Taylor serisine acilirsa, t‘'nin katsayisi Py(x)'i verir.

uretici fonksiyon

oo
\/1+t2—2tx ZO
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Legendre Polinomlan 4

Tekrarlama Bagintilan

Py(x) ile diger Pr_1(x), Pey1(x), Py(x),- - - polinomlarinin
arasindaki iliskilere denir.

(i) (£+1)Pr1(x) — (20 + 1)xPy(x) + £Pp_1(x) = 0
dP[+1(X) _ dPg_l(X)

(if) dx b PTIRR=0

” iy & f;;(x) - xdFZ)((X) +(+1)Pu(x) =0

Fonksiyonlar (IV) (X2 - 1)dFZ)(<X) — KXP[(X) — EP[—l(X) =0
I R
(vi) (GPex) _ dPia(x) CPp_1(x) =0

dx dx
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Ozel
Fonksiyonlar

Legendre Polinomlan 5

Bu bagintilari elde etmek igin tretici fonksiyonun seri agihm
ifadesi, Rodrigues formiilii ve daha once elde edilen iretici
fonksiyonlar kullanilabilir.

Diklik Bagintisi

+ 2 5 =1 ise
, _ ) 2t
/1 Pe(x)Po(x)dx = 5~ du { 0 (£l ise

Bu durumda Py(x) = /252 Py(x) polinomlari ortonormaldir.

+1
) Po(x)Pe(x)dx = dper

—1 < x < +1 araliginda tanimh olan P;(x) polinomlari
ortogonal (dik) olduklari igin bu aralikta taniml herhangi bir

f(x) fonksiyonu Py(x)'lerin toplami olarak yazilabilir.
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Legendre Polinomlar 6

F(x) = cePu(x)
£=0

Bunu A = Ad+A]+ AZIQ ifadesine benzetebiliriz. Yani, ¢
katsayilari birer bilesen gibidirler. Bunlari bulmak igin f(x)
fonksiyonunu (vektoriinii) Pp(x) ile skaler ¢arpariz ve diklik
bagintisini kullaniriz.

+1 © +1
/ F(x)Pm(x)dx = > c / Py(x) Ppm(x)dx
=0 71

-1

Ozel
Fonksiyonlar

o0
=Y e
- m
s 20+ 1
_ 2
T oma1cm

+1
= 2'”; L / F(x)Por(x)dx
1
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Legendre Polinomlan 7

Ikinci Tiir Legendre Fonksiyonlari

Py(x) polinomlari Legendre diferansiyel denkleminin birinci
coziimleridir. Diferansiyel denklem ikinci mertebe oldugu icin
Py(x)'den lineer bagimsiz bir ¢6ziim daha vardir. Abel
yontemiyle bunlar elde edilebilir. Bu ¢oziimler Qp(x) ile
gosterilirler. Ornegln

. 1 x+1
Ozel PO(X) = 1 I(I:In QO( ) 5 1
Fonksiyonlar 1 + 1
X
Pi(x) = x igin @Qi(x) = Exln 1 1

Qe(x) fonksiyonlart x = +1 noktalarinda iraksak olduklari igin
fiziksel problemlerin ¢oziimlerinde hi¢ yazilmazlar.
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Asosiye Legendre Fonksiyonlan 1

(1—x*)P] —2xP, +(({ +1)P, =0, £=0,1,2,--

Legendre diferansiyel denkleminin m-kere tiirevini alirsak ve

d™ Py(x) _
o~ (1= )P (x)
atamasini yaparsak, o zaman diferansiyel denklem asagidaki
bicime gelir.
d2Pm dP m m2
5 1-— — 2x—— (+1)— —— | P =
Ozel ( X ) dX dX g( + ) 1 _ X2 V4 O

Fonksiyonlar

Buna asosiye (baglantili) Legendre diferansiyel denklemi denir.
Bu denklemin ¢oziimii olan P;"(x)'lere de asosiye Legendre
fonksiyonlari adi verilir.

2ymy2d"P(x)

PP(x) = (1 -t L

Not: m = 0 igin PY(x) = P,(x) olur.

m</
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Asosiye Legendre Fonksiyonlar 2

Burada Py(x)'in ¢-yinci derece polinom oldugunu hatirlarsak
m > { i¢in P}"(x) = 0 oldugunu goriiriiz.

Dikkat! m — —m yazarsak diferansiyel denklem degismiyor.
O halde, negatif m sayilarini da icerecek sekilde asosiye
Legendre fonksiyonlarini daha dikkatli yeniden yaziyoruz.

PIPI(x) = (1 w27 P
P () = Fl)""’MPJ'(x)

Burada ¢ =0,1,2,--- ve m=0,£1,£2 --- £/

Asosiye Legendre diferansiyel denkleminin P;”(x)'lerden lineer
bagimsiz ikinci ¢oziimii de vardir ve Q;"(x) ile gosterilir.
Ancak, bu ¢oziimler x = 41 noktalarinda iraksak olduklari icin
fiziksel problemlerin ¢oziimlerinde hi¢ kullaniimazlar.
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Asosiye Legendre Fonksiyonlan 3

—|m . (L—Im|)!
P, | |(x) tanimindaki E“_ImB_

kaynaklarda olmayabilir. Bu tanimlar altinda P;"(x)
fonksiyonlari asagidaki diklik bagintisini saglarlar.

/+1 2 (L+m)

carpani secime baglidir. Baska

Py ()PP (x)dx =

. mmén[ ayni m |(,:|n

P["(x)'ler igin bir diklik bagintisi varsa, —1 < x < +1
araliginda tanimli herhangi bir f(x) fonksiyonunu bu

Ozel
Fosiyails P[7(x)'lerin toplami olarak yazabiliriz.

f(x) = Z CgPlW(x) sabit bir m icin

t=|ml|
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Kuresel Harmonikler 1

Fizik ve muhendislik uygulamalarinda asagidaki kismi
diferansiyel denklemle sik¢a karsilariz.

1 9 (. ov/n 1 a2y m
m% <S|n0 80 >+Sin20 8@2 +£(£+1)Ye —0

Burada 6 ile ¢ kiresel koordinatlardaki a¢i koordinatlaridir.
Yani, 0 <0 <7 ve 0 <y <27 Basta £ keyfi bir sabittir.

Kismi diferansiyel denklem once degiskenlerine ayirma
yontemiyle iki tane adi diferansiyel denkleme ayrilir;

Ozel
Fonksiyonlar

Y[ (0, ¢) = ©7 (0)Om(¢)
Denklem su hale gelir.

m m 2
O d <sin9d@f>+ or 4o,

m = 1)OMd,, =
sin df do sin? 6 dy? + U+ 1)6; 0
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Kuresel Harmonikler 2

Denklemi sin? 0/©]®, ile carpalim ve diizenleyelim.

sinf d doy 1 d%o,
—— — (i (e+1 0+ ———— =
o di <S|n 70 >+ (¢ + 1)sin? +¢ o 0
\_v_/
+m? —m?

Burada m keyfi bir sabittir. Boylece 8 ve ¢ icin adi
diferansiyel denklemler elde edilir.

Ozel

Fonksiyonlar 1 d d@m m2
R — __t 1 o m —
5in 6 do <s' T )+ [WJF ) sinzﬁ} O =0
2
Pm
d 5 + m?®,, =0

do
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Kuresel Harmonikler 3

-denkleminin ¢oziimiinii ®,, = ce’™? olarak yazariz.
Tek-degerlilik kosulu @ (¢ + 27) = ® () bize
m=0,+£1,42,--- verir. Bu durumda ®,(¢)
fonksiyonlarindan ortonormal bir kiime elde edilir,

_ _1 _imyp
OJSE =€

2
/ %, (9)Prm (2)d = Sy
0

Ozel
Fonksiyonlar

0-denkleminde cos @ = x atamasi yaparsak tig-bes sayfa once
yazdigimiz asosiye Legendre denklemini elde ederiz. Bunun
¢oziimiint yaparken gordik ki £ =0,1,2,--- ve
m=0,£1,4+2 ...  +¢. Asosiye Legendre fonksiyonlarini
sagladiklari diklik bagintisi yardimiyla normalize edebiliriz.
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Ozel
Fonksiyonlar

Kuresel Harmonikler 4

Sonugta ©77(6)'lar normalize asosiye Legendre fonksiyonlaridir
ve ®,()'ler de ortonormal fonksiyonlardir. Bunlarin ¢arpimi
kiiresel harmonikleri olusturur.

4 (L + |m])!
Y, "6,0) = (-0 [V 0.0)]

n”&wra—w”¢%+lw_WDPwkmm4M@

Y;"(8, ¢) kiiresel harmonikleri ortonormaldirler.

27 T
/ / (Y0, )" Y (0, ¢) sin 0d0dp = 8408y
0 0

Bazen kisaca soyle yazilir.

/ [YEm(Hv 90)]* Yér’n/(ea ‘P)dQ = 5%’5mm’
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Kuresel Harmonikler 5

Ik bir ka¢ tane fonksiyonun acik bicimi soyle olur.

1

A7

Y? = \/Tcosﬁ
47
Yi = \/ 3 sm@e’“”
S;:Lsiyonlar Y2 \/»(3 COoSs 9 - 1
Yy = —\/ r sm@cos@e"p
1
YZ = \/gsm ge?®

Y =
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Kuresel Harmonikler 6

Y;" (0, ¢) kiiresel harmonik fonksiyonlari ortonormal olduklari
icin 0 < 0 <7 ve0 < <27 araliginda tanimh herhangi bir
(0, ) fonksiyonu bunlarin toplami olarak yazilabilir.

oo+

f(0,p) = Z Z cem Y7 (0, ¢)

£=0 m=—¢

Burada ¢/, katsayilarini (bilesenlerini) bulmak igin £(6, ¢)
fonksiyonunu (vektoriinii) Y/ (6, ¢) fonksiyonu (birim
Bt vektorii) ile skaler carpariz.

Fonksiyonlar

oo+

/[»/;’Tf(e,go)dﬂz 3 czm/ [ygfr’r YmdQ
=0 m=—/¢
o+

= Z Z Cfm(sﬂf’(smm’ =Crm

(=0 m=—/¢
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Gamma Fonksiyonu 1

Buna faktoriyel fonksiyonu da denir.

Tanim: x > 0 icin asagidaki gibi tanimlanir.

r(x):/ e 1 Ldt
0

Ozellik: T(x + 1) = xI'(x)

Bunu gérmek igin [(x + 1) = [ e~ *t*dt inetgralinde kismi
integrasyon yapariz

Ozel
Fonksiyonlar

dv=¢etdt ve u=t¥

Simdi x tamsayi olsun, x =n=1,23,---.
[ee]
r) = / e tdt=1
0

206/327



Gamma Fonksiyonu 2

ry)=1=0o0!
re)=r(1+1)=1r(1)=1=1!
rd)=r@2+1)=2r(2)=2.1=2!
r4)=r3+1)=3r(3) =3.2=3l
Ozel r(n) = (n - 1)!
Fonksiyonlar
Simdi de x yarim tamsayi olsun, x = n+ % = %, %, %, e

r(1/2) :/ ett1/2dt:2/ e du= /7
0 0

Burada t = u? atadik.
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Gamma Fonksiyonu 3

r(1/2) = v

r(3/2) = M(1/2+1) = ;T(1/2) = 3V
[(5/2) = 1(3/24+1) = 21(3/2) = 222 /&
F(1/2) = T(5/2+1) = 2T(5/2) = g ooV

Ozel
Fonksiyonlar

(2n—1)!

(n+1/2) mﬁ, n:1,2,3,

Artik, Gamma fonksiyonuna nigin faktoriyel fonksiyonu dendigi
acikhga kavusmustur!
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Bessel Fonksiyonlan 1

Asagidaki denklem, Bessel diferansiyel denklemi olarak bilinir.

2y +xy' + (x> —1?)y =0, v=sbht
Bu denklemle fen ve miihendislik bilimlerinde ¢ok sik karsilariz.
Ikinci mertebe ve lineer diferansiyel denklem oldugu icin genel
¢Oziim iki tane lineer bagimsiz fonksiyonun (¢oziimiin)
toplamidir.

y(x) = a1du(x) + a2Yu(x), a; = sbt

Ozel
Fonksiyonlar

Iki fonksiyonun lineer bagimsizligi Wronskiyen ile kontrol edilir.
W = J,(x) Y, (x) = J,(x) Vi (x) # 0

Literatiirde J,(x)'e 1. tur Bessel fonksiyonu, Y, (x)'e 2. tir
Bessel fonksiyonu (veya Neumann fonksiyonu veya Weber

fonksiyonu) denir. Y, (x) yerine bazen N, (x) ile gosterilir.
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Ozel
Fonksiyonlar

1. Tir Bessel Fonksiyonu 1

Bessel diferansiyel denkleminin seri ¢coziimiinii yaptigimizda
biyuk indis kokinu kullanarak ilk ¢oziiml yazmistik.

1 1 x\2 1 1 x\4
—cx’ |[1- =—— (2 - (=
n(x) = cox [ 1!(u+1)(2) +2!(1/+1)(1/+2)<2)
1 (=1)7 X\ 2P
— %_ . %_ JR— —
pl(v+1)(v+2)---(v+p) (2) ]
Burada p=10,1,2,---. Simdi ¢g = ﬁ yazilirsa, bu sonsuz

seriye “1. Tiir Bessel Fonksiyonu” denir ve J,(x) ile gosterilir.

B > (-1)7 X\ 2p+v
Jox) = pz_% p'T(p+v+1) (5)

Burada (p + v)! =T (p+ v + 1) kullandik.
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1. Tiir Bessel Fonksiyonu 2

Bundan sonrasinda v sabitinin tamsayi veya yarim tamsayi
veya bunlardan farkh bir sayr olmasi 6nemlidir.

v=n=tamsayi Oldugunda

leT)
. Jax)

Js(x)

\ . N

..\3 \1(0 !
AN

N

Ja(x) Ja(x)

Ozel
Fonksiyonlar

Genligi ve periyodu degisen harmonik bir davranis var.
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1. Tir Bessel Fonksiyonu 3

Jn(x) = 0 olan birgok x var; J,(x,k) = 0 ifadesinde x,x
sembolii, n-yinci Bessel'in k-yinci sifirini veren x demektir.

Uretici Fonksiyon

Tam sayili 1. tiir Bessel fonksiyonlarini elde etmenin seri
formiiliinden baska bir yolu da uretici fonksiyon kullanmaktir.
o(x,t) = e3(t=%) fonksiyonu J,(x)'in Uretici fonksiyonudur.
o(x, t) fonksiyonu t'ye gore t = 0 civarinda Taylor serisine

Ozel
Fonksiyonlar acilirsa, t"'nin katsayisi J,(x)'i verir.
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1. Tir Bessel Fonksiyonu 4

Tekrarlama Bagintilan

Asagidaki bagintilarin hepsi tamsayi olsun ya da olmasin biitiin
v degerleri icin gegerlidir.

() a0+ da(x) = L4 (x) = 0
i (i) 2J(x) = Jo—1(x) + J11(x) = 0
(iii) (<" dy(x)) = x"Jy-1(x) = 0
(i)  Jysa(x) — ;J,,(X) +J(x)=0
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Ozel
Fonksiyonlar

2. Tur Bessel Fonksiyonu 1

Diferansiyel denklemlerin seri ¢ozlimlerini ogrenirken Fuchs
Teorisinde gordiik ki indis kokleri tamsayi oldugunda kiigtik
indis kokii ilk ¢oziime lineer bagh bir fonksiyon verir. Bunu
Bessel diferansiyel denkleminde agik¢a goriiriiz.

Jon(x) =(=1)"Jn(x),  (n=0,1,2,---)

Yani, m; = v = n biyik indis koki J,(x) ¢ézilimiinii verirken,
my = —v = —n kugik indis koki J_,(x) ¢oziimini verir ki
bu da Jy(x)'e lineer bagimhdir.

Bu durumda, J,(x)'den lineer bagimsiz olan Bessel diferansiyel
denklemini saglayan ikinci ¢oziimu soyle yazabiliriz.

Y, (x) = cos(l/ﬂ)-sfiun(gj)ﬁ; J_,(x)
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2. Tiir Bessel Fonksiyonu 2

Bu fonksiyon v'nun biitiin degerleri (tamsayi da dahil) icin
Bessel diferansiyel denkleminin ikinci ¢ozimudiir.

Asagida Yo(x), Yi(x),- -, Ys(x) fonksiyonlarinin grafikleri
vardir.

Ozel _
Fonksiyonlar -0.2
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2. Tur Bessel Fonksiyonu 3

Yn(x) fonksiyonu orijinde iraksaktir. J,(x) her yerde
diizgiindii. Neumann fonksiyonunda da genligi ve periyodu
degisen harmonik bir davranis var. Y,(x) = 0 olan birgok x
var; Y,(x,x) = 0 ifadesinde x,x sembolii, n-yinci Neumann'in
k-yinci sifirini veren x demektir.

Fizik ve muhendislik uygulamalarinda genellikle x = 0 noktasi
Bt da tanim bolgesinde oldugu i¢in ve Y,(0) = —oco oldugu igin
Fonkeventar bu ¢oziim otomatik olarak diiser. O ylizden, cogunlukla bu
fonksiyonu Bessel diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinde
gormeyiz.
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Kiiresel Bessel Fonksiyonlar 1

Bessel diferansiyel denkleminde v = %, %, %, -+« yarim tamsay!

olursa ¢ozum trigonometrik fonksiyonlar cinsinden yazilabilir.

n—+ L i
X2 — -
2

Bu denklemin ¢oziimi soyle yazilir.

2.1

Xy +Xy+ y:07 n:071127"'

e y(x) = a1dpy12(x) + @2 Y, 41/2(x)

Fonksiyonlar

Ornegin n = 0 icin
2 . 2
Jijp(x) =1/ ——sinx ve Yi(x)=—4/——cosx
X X
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Kiiresel Bessel Fonksiyonlar 2

Bu denklemde y(x) = /xR(x) atamasi yaparsak kiiresel
Bessel diferansiyel denklemini elde ederiz.

x°R" + 2xR' + [x —n(n—i—l)] n=20,1,2,---

Ayni dontisimi yukaridaki ¢oziimde de yaparak kiiresel Bessel
diferansiyel denkleminin ¢oziimini yazabiliriz.

2 2
R(X):all\/W*XJnH/z( )+az — Yr172(%)

Ozel
Fonksiyonlar jn(X) nn(x)

Burada jj,(x) ve n,(x) fonksiyonlarina kiiresel Bessel
fonksiyonlari denir.

) , d" sinx ne1 d"ocosx
Jn() = (=1)"_ = mn(x) = (—1)" ==

X dx"  x
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Kiiresel Bessel Fonksiyonlar 3

Birkac tanesini acikca yazalim.

. sin x . sinx  cosx
o) = = O
COS X cosx  sinx
no(x) = ———, mx) = ——5 -~
1.00 o _' 025 =
020 \ ;2;:2 S5 e //,/i& T s
0.60 -0.25 ’, _,'I
Ozel 0.40 X‘ =0.50 [/ .’!
Fonksiyonlar 2 \,‘-‘_\‘ ’f:
0.20 e 0 -0.75 ‘,
0.20 \ ke 1.25 I“:‘ Yy
o LLE ot
[ 5 10 15 20 0 5 10 15 ZID
X X

Her ikisi de harmonik davraniyor. Sadece n,(x) fonksiyonu
orijinde iraksak.
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Genellestirilmis Bessel Diferansiyel Denlemi

Bessel diferansiyel denklemini ve ¢ozimii

Xy xy + (P =Py =0
y(x) = a1dy(x) + a2 Y, (x)

Her ikisinde x = kr atayalim, k > 0 sabit.

dr

%—l— i+(k2r2—uz)y:O
y(r) = a1y (kr) + a2 Y, (kr)

Ozel
Fonksiyonlar

Burada r = 2% ve y(r) = z%u(z) atayalim.
2,

du
d — +(1+2o¢)z$ + (K2322% + a? =232 u =0

u(z) = a1z~ Jy(kz2”) + 2227 Y, (k2")
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Modifiye Bessel Fonksiyonlarn 1

Uygulamalarda

42y dy

2 2.2 2

r 72 —i—r—r + (k“rc—v°)y =0

denkleminde bazen k> — —k? olur. Matematik acidan k — ik

yazmak bu atamaya esdegerdir.

2d2y

d
ﬁ—l-rd—); —(K*rP+ 1)y =0

Ozel . . . -
Fenlelisaily Simdi sadelik icin kr = x yazalim.

2y 4 xy' — (x> +1%)y =0, v=sbt

modifiye Bessel diferansiyel denklemidir. Cozimi sudur.

y(x) = a1l (x) + a2K,(x)
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Modifiye Bessel Fonksiyonlan 2; k? — —k?

Burada /,(x) ve K,(x)'e modifiye Bessel fonksiyonlari denir.

() = i (k) ve Ko(x) = &t = ()

2 sin(vm)
1i(x) Ky(x) Ko(x)
! : |
10 LW L) L@ Lo "'l‘“ K0Y K Y
/ 1
/
4
Ozel : / o ' K (x)
. x
Fonksiyonlar / ’ P l ¥
2 ) \
/ \
| ,,/ 2 “\
S f —
= = z 3 s s ° Ko)  * ! :

Her ikisi de harmonik davranmiyor. /,(x) diizgiin artiyor ve

sonsuzda iraksak. K, (x) diizgiin azaliyor ve orijinde iraksak.
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Bessel Fonksiyonlarinin Dikligi 1

Im(kx) ve Jm(Ix) fonksiyonlar asagidaki Bessel diferansiyel
denklemlerinin cozimleri olsun.

x2S (kx) 4 xJ0 (kx) 4+ (kX% — m?)Jm(kx) = 0
X2 (Ix) + xdb (Ix) + (I’x% — m?)dp(Ix) = 0
Birinci denklemi —Jn,(/x) ile, ikinciyi Jm(kx) ile garpalim ve iki

denklemi toplayalim. Cikan sonucu diizenleyelim ve 0 < x < a
araliginda integralini alalim.

Ozel

. a
Fonksiyonlar / XJm(kX)Jm(IX)dX = ﬂ |:
0

D Um(ka) 2 (la) = m(la)Jon(ka)]

Bu integrali diklik bagintisi olarak kullanmak istedigimiz igin
k # | iken sonucun sifir olmasini isteriz. Bu, iki turli olabilir.

® Jn(kma) = Jn(lma) = 0 Dirichlet sinir sart
® J (kma) = J (Ina) =0 Neumann sinir sarti
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Bessel Fonksiyonlarinin Dikligi 2

| = k durumu icin yukaridaki integrali hesap ederiz.

/ %2 (k) dx = k2 (K23 — mP) 12, (ka) + k[, (ka)]*)
0

Dirichlet sinir sartinda, Jm(kma) = 0, ilk terim diser,
Neumann sinir sartinda, J/,(kma) = 0, ikinci terim diser.

Iki integral sonucunu Jy yardimiyla bir inetgralde birlestirerek
Bessel fonksiyonlarinin diklik bagintisini yazariz.

Dirichlet sinir sarti varsa, J,(kma) =0

Ozel
Fonksiyonlar

/0 () ()l = J’ ! (ka) 2w

Neumann sinir sarti varsa, J! (kma) =0

a 2.2 52
/ X (k) (1) dx = I”’QTmJ,%,(ka)ak,
0
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Bessel Fonksiyonlarinin Dikligi 3

JIm(kx) fonksiyonlari harmonik davraniyordu ve birgok sifiri
vardi. Yani, Jn(kma) = 0 ifadesini Jy,(kmpa) = 0 olarak
yazarz; kmp ile m-yinci Bessel'in p-yinci sifirini gosteririz.
Benzer olarak J;,(kx) fonksiyonlari da harmonik davranir ve
bircok sifiri vardir. J} (kma) = 0 ifadesini J,(kmpa) = 0 olarak
yazariz; Kmp ile m-yinci Bessel'in tiirevinin p-yinci sifirini
gosteririz.

Sonucta Bessel fonksyonlarinin diklik baginitisini soyle de
yazabiliriz. Dirichlet sinir sarti varsa, Jp(kmpa) =0

Ozel
Fonksiyonlar

a 32
/ XJm(kme)Jm(kqu)dX = 2k [Jr/n(kmpa)]zél-’q
0 mp

! —
Neumann sinir sarti varsa, J;,(kmpa) =0

a K2 22— m?
mp 2
/ XIm(kmpX)Im(kmgx)dx = TJm(kmpa)fqu
0 mp
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Sorular ve Coziumler

Soru: f(x) = x? fonksiyonunu —L < x < +L araliginda
T = 2L periyotlu trigonometrik fonksiyonlar cinsinden Fourier
serisine ac¢iniz.

Cevap: Bu notasyonda ve periyotta Fourier serisi soyledir.

f(x) = a0 + i [an cos (nLLX> + by sin (nLLXﬂ
n=1

G Burada f(x) = x? icin —L < x < +L araliginda ag, a, ve b,
e hesap edelim.

1 [t 1 L 12
= — dx = -~ 2dx = —
ao oL _Lx X L/OX X 3

an icin hesap yapalim.
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Sorular ve Coziumler

+L L
an = 1/ x? cos (B) dx = 2/ x2 cos (ﬂ> dx
L), L L/ L

Burada kismi integral hesabi yapalim.

U= x> — du = 2xdx
L
dv = cos (B> dx — Vv = —sin (—mrx)

L nm L
i Simdi a,, soyle olur.
S;:Lsiyonlar —4 L nmx

an = — xsin (—) dx

nm 0 L
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Sorular ve Coziumler

Boylece a, tam olarak hesap edilmis oldu.

oo (2 ety = (2

Simetrik aralik ve cift fonksiyon oldugu i¢in b, = 0 olur.

1 [t snmx
bn:L/_L X2S|n<T)dX:0

Ozel
Fonksiyonlar

Sonucta,

L2 2L\ > & (—1)"
X2:3+<ﬂ> > s ()
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Ozel
Fonksiyonlar

Sorular ve Coziumler

. . . 2 .
Soru: a > 0 bir sabit olmak tizere f(x) = e~?*" fonksiyonunu
—00 < x < 400 araliginda normalize ediniz. Normalize f(x)
fonksiyonunun Fourier dontisiimiinii bulunuz.

Cevap: Normalizasyon (f(x),f(x)) = 1, yani
N? fj;o ‘f(x)}2dx = 1 burada N normalizasyon katsayisi.

400 1/4
N2/ o2 gy — N2 ~ N= <23>

a

f(x) = <7T>1/4 e

Simdi de Fourier doniisiim integralini yazalim ve hesap edelim.

—00
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Sorular ve Coziumler

1/4
— i E / /+oo efax2flkxdx
2w \ T o
_ 1 (28)”“ /*”e—a[(x+;@>2—<;ﬁf]dx
2\ T o
. 1/4 2 +o0
E;:Lsiyonlar - ]é (271_3) eka/ e_a(x+£)2dx
u —00
- (2)
e s a
1/4
_ <1> e—k2/4a
2mra
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Sorular ve Coziumler

Soru: 0 <6 <7 ve0 <y <27 araliginda tanimh asagidaki
fonksiyonu kiiresel harmonikler cinsinden yaziniz.

f(6,p) = cos® 6 4 sinf cos ¢ + 1

Cevap: |htiyacimiz olan kiiresel harmonikleri agik¢a yazalim.

Yo = \/ e \/»sm fe'?
S;:Lsiyonlar Y1 = ”8777 sinfe™ ¥ | 2 \/;(3 cos? 6 — 1)

Buna gore sunlari yazabiliriz.

16m 1
Y9 = “16 (3cos’f —1) = cos29:3 5Y2+§

1
sinf cosp = 5\/8% (Yyt=vh)
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Sorular ve Coziumler

O halde

1 /167w 1 /87, 4
) =3\ 5 Y+ 3 (0 Y+ g

yazabiliriz. Son terimi de

1
o=\l = 1=VarYg

Ozel
Fonksiyonlar yardimiyla yeniden yazarsak sonug

1 /167w 1 /87, 4+/4T
f(9a¢)=§\/?yzo+§\/?(y11—Y11)+ 3 Yo

olur.
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Sorular ve Coziumler

Soru: Asagidaki integrali Laguerre polinomlarinin tekrarlama
ve diklik bagintilarini kullanarak hesaplayiniz.

I:/ e “XLp(x)Lpy1(x)dx =7
0

Cevap: Laguerre polinomlarinin tekrarlama bagintisini
Lpr1(x) = (2p +1 = x)Lp(x) + p*Lp-1 =10

Ozel kullanarak sunu yazariz.

Fonksiyonlar
ALp(x) = —Lps1(x) + (2 + 1)Lp(x) — pLp1

Bunu sorulan integralde yerine yazalim:

1= [ e bt Lo
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Sorular ve Coziumler

I = —/ e Lpr1(x)Lpt1(x)dx
0
+(2p+ 1)/ e *Lp(x)Lpt1(x)dx
0
—p2/ e “Lp_1(x)Lps1(x)dx
0

Bu asamada diklik bagintisini kullanalim.

Ozel

| e a0 Lm(x)dx = (51)250m
0

Ikinci ve uctincu integraller sifirdir birinci integral de
[(p+ 1)1? dir. O halde sonuc soyledir:

| et Lo la = < (o + IF
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