DERS 1: TEMEL KAVRAMLAR

Dersin Amaci: Diferansiyel denklemlerin dogasini kavramak, onlari tanimlamak ve siniflandirmak,
adi diferansiyel denklemleri lineer ve lineer olmama durumuna goére siniflandirmak, bir adi
diferansiyel denklemin ¢6zimiini tanimlamak ve ¢6ztiimlerin acgik ve kapal formlarini anlamak.

Gerekli Onbilgiler: Bu ve bundan sonraki derslerimizde Genel Matematik derslerinde gérmiis
oldugunuz asagida belirtilen kavramlara ihtiya¢ duyulacaktir:

Kime, aralik, bolge, fonksiyon (tek degiskenli, c¢ok degiskenli), bagiml-bagimsiz
degisken/degiskenler, fonksiyonun tanim ve deger kiimeleri, acik ve kapali fonksiyon, elementer
fonksiyonlar (listel, logaritmik, trigonometrik, ters trigonometrik, hiperbolik) ve bunlarin limitleri,
surekliligi, turevleri (adi/kismi), integralleri

Birbiri ile iliskili degisen niceliklerin olusturdugu bir diinyada yasiyoruz. Ornegin, diisen bir
cismin hizi yola gore, bir kirisin egilmesi lizerine binen yikin agirhgiyla, bir dairenin alani yarigapiyla,
firlatilan bir cismin (mermi, roket, vb.) izledigi yol firlatma hizi ve acisiyla degisir. Matematik dilinde,
degisen bu nicelikler degisken ve bir degiskenin diger bir degiskene gbre degisim orani da tiirev
olarak adlandirilir. Bu degiskenler ve tilrevleri arasindaki bir iliskiyi belirten denklemlere de
diferansiyel denklemler adi verilir. Hem doga bilimleri hem de sosyal bilimlerdeki cogu problemler bu
sekildeki diferansiyel denklemlerle temsil edilirler. Bizim burada bilmek istedigimiz degiskenlerin ve
onlarin  tlrevlerinin  nasil  iliskilendirildiginden ziyade degiskenlerin  kendilerinin  nasil
iliskilendirildigidir. Ornegin, bir parcacigin degisken konumu ve konumunun zamana goére degisim
oranindan hareketle, parcacigin konumunun zamanla nasil iliskili oldugu tanimlanirsa, herhangi bir t
aninda parcacik neredeydi, nerede ve nerede olacak sorularini cevaplayabiliriz. Dolayisiyla, bir
evrensel kanun, degiskenler ve onlarin tirevleri araciligiyla ifade edildiginde diferansiyel denklemler
elde edilmektedir. Diferansiyel denklemler dersi ise degiskenler ve onlarin tlrevleri hakkinda bize
verilen bilgilerden hareketle bu degiskenler arasinda bir iliski tanimlama problemiyle alakadar olur.

Genel Matematik derslerinde elementer fonksiyonlarin tiirevlerini bulmak icin ¢esitli metotlar
calisilmisti. y = @(x) gibi bir fonksiyonun tirevi (dy/dx ) uygun bir yéntemle bulunan ¢'(x) gibi bir

bagka fonksiyondur. Ornegin, y =Inx, x > 0, in ardigik tiirevleri:
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Benzer sekilde, eger z = X —3xy +2y2, —00 <X,y <00, ise bunun x ve y ye gbre kismi turevleri:
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Yukarida (a) ve (b) deki gibi, degiskenler ve onlarin tiirevlerini iceren denklemlere diferansiyel
denklemler denir.



Simdi, kabul edelim ki bir arkadasiniz size (a) da ki ilk denklemi verdi. Sizin de bu denklemin
nasil elde edildigine dair bir bilginiz yok. Size “Bu denklemde y semboli ile belirtilen fonksiyon

nedir?” diye sordu. iste bu durumda siz, bu dersteki basit problemlerden biri ile karsi karsiyasiniz:

Béyle bir denklemi, bilinmeyen fonksiyon olan y = ¢(x) i bulmak igin nasil ¢ézersiniz?

Daha ileriye gitmeden 6nce diferansiyel denklem tanimini daha uygun sekilde burada verelim.

Tanim 1.1: Bir veya daha fazla bagimli degiskenin, bir veya daha fazla bagimsiz degiskene gére
tirevlerini iceren bir denklem “diferansiyel denklem” olarak adlandirilir.

Diferansiyel Denklemlerin Siniflandirilmasi

i) Tiire Gore Siniflandirma:

Yukarida (a) da verilen denklemler sadece bir bagimsiz degisken (x ) icermekte iken (b) de
verilen denklemler x ve y gibi iki bagimsiz degisken icermektedir.

Eger bir denklem, bir veya daha fazla bagiml degiskenin sadece bir bagimsiz degiskene gore
adi tiirevlerini iceriyorsa bu tiir denklemlere adi diferansiyel denklemler denir. Ornegin,
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seklindeki denklemler adi diferansiyel denklemlerdir.

Eger bir denklem, bir veya daha fazla bagimh degiskenin iki veya daha fazla bagimsiz
degiskene gore kismi tlrevlerini iceriyorsa bu tiir denklemlere kismi diferansiyel denklemler denir.
Ornegin,
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seklindeki denklemler kismi diferansiyel denklemlerdir.

Bu derste, sadece adi diferansiyel denklemlere odaklanacagimizdan dolayr bundan sonra
“adi” kelimesini de ihmal edecegiz. Kismi diferansiyel denklemler konusu “Uygulamali Matematik”
adi altinda alacaginiz derste detayli olarak islenecektir.

NOTASYON. Genellikle bagimsiz degiskenler icin x ve ¢, bilinmeyen fonksiyonlar icin ise y, u, v
d

veya w gibi harfleri; turev igin ise Gssti (') veya Leibniz (d_j gosterimlerinden birini kullanacagiz.
x

Ornegin; y bilinmeyen bir fonksiyon ve x bagimsiz degisken oldugunda, birinci tiirev igin )" veya
2

dy e "
—— ve ikinci tUrev ICIN Ise y veya

p gosterimlerinden biri kullanilacaktir. Bunlarin yani sira fizik
x

dx?

ve mihendislikte Newton’un nokta gosterimi de bazen zamana (¢) gobre tirevi belirtmek icin



d’x dx ..
kullaniimaktadir. Bu durumda F+——2x=0 seklindeki denklem X+ x—2x=0 seklinde
t

karsimiza cikabilir.

ii) Mertebeye Gére Siniflandirma:

Tamim 1.2: Bir diferansiyel denklemin mertebesi (basamagi), n denklemde bulunan 7 'inci
tlrevi gostermek Uzere, en bliylk 7 tamsayisidir.

) d? dy\’
Ornegin, 7 g}+3(d—yj —2y=e¢" denklemi 2. Mertebeden bir diferansiyel denklemdir. Birinci
Ix x

mertebeden diferansiyel denklemler bazen M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 seklinde “diferansiyel
form” dedigimiz formda vyazilabilirler. Ornegin, (y—x)dx+4xdy=0 denkleminde y bagimh

degiskeni gostersin. Dolayisiyla y'=dy/dx dir. Eldeki denklemin her iki yani dx e boluntrse,
4x y'+ y = x seklide alternatif form elde edilir.

Bagimsiz degisken x ve bilinmeyen y olmak Uzere, n inci mertebeden bir diferansiyel
denklemin en genel bi¢cimi

F(x,2.0.5". ") =0, (1.1)
seklindedir. Eger bu denklem
d”y roon (n-1)
= x’ b b 9°°* ’ (1'2)
=S (e )

seklinde ifade edilirse, denkleme normal bigimindedir (formundadir) denir. Dolayisiyla, amacimiza
uygunsa, 1. ve 2. mertebeden diferansiyel denklemleri
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dy d’y ,
E=f(x,y) ve dx2=f(x,y,y)

seklindeki normal formlarinda kullanabiliriz. Ornegin, 4x)y'+y=x seklindeki 1. mertebeden
denklemin normal formu y' = (x—y)/4x ve y"—y'+6y =0 seklindeki 2. mertebeden denklemin

normal formu " =y'—6y olur.

iii) Lineerligine Gére Siniflandirma:

Tanim 1.3: Eger bir diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve onun tirevlerine gore lineer
ise denkleme lineerdir denir.

(n)

Daha agik olarak, eger (1.1) denklemindeki F fonksiyonu y,3',y",...,y"™ i¢in lineer ise (1.1)

denklemi lineerdir denir. Bunun anlami, # inci mertebeden (1.1) denklemi

dniy+-~-+a1(x)ﬂ+a0(x)y=g(x), (1.3)
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formunda ise lineer denklem olarak adlandirilir. Bu denklemin iki 6nemli hali, lineer 1. mertebeden

(n=1 olmasi durumu) ve lineer 2. mertebeden (7 =2 olmasi durumu) diferansiyel denklemler:

a’zy

a2 a@y=g@ ve a®Lra@Zta0)y=g0), (1.4)
dx dx

seklindedir.

dx?

Denklem (1.3) e bakildiginda bir lineer diferansiyel denklemin iki nemli karakteristik 6zelligi:

e Bagiml degisken y ve bunun turevleri y',y",...,y(") birinci dereceden, yani y de dahil her

bir terimin kuvveti 1 dir.

. y,y',y",...,y(”) terimlerinin katsayilar olan a,q,,a,,...,a, en fazla bagimsiz degisken

olan x e baglidir (sabit olabilirler!).

Birinci, 2. ve 3. mertebeden lineer diferansiyel denklemler icin bazi 6rnekler sirasiyla:
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dy _dy

(y—x)dx+4xdy=0, y"-2y'+y=0, 7+x——5y:ex.
x

dx

Buradaki ilk érnegin y degiskeninde lineer oldugu bu denklemin 4x)'+y=x seklinde alternatif

formda yazilmasiyla kolayca gérilebilir. Eger bir denklem lineer degilse, denkleme lineer olmayan

denklem denir. Bagimli degiskenin lineer olmayan fonksiyonlar veya turevleri, sin y veya e’ gibi,

lineer bir denklemde goziikmez. Ornegin,
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Y 20'

dy .
1- "+3y=¢", +sin y =0, +y° =
(1-y)y'+3y e y Tty

denklemleri sirasiyla 1., 2. ve 4. mertebeden lineer olmayan denklemlerdir.

Bazi Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem Ornekleri

dy
—+y=0 1
dx 4
yi=e 1
d’ 1
= 2
dx~ 1-x
xy"=2y 2.
xdy+ ydx =0 1.
y"+3(y')3+5x=3 2.
" 2 n 4 !
(y)+(y)+y:x 3.
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o 42y + (xy')5 =x

. mertebeden lineer diferansiyel denklem

. mertebeden lineer diferansiyel denklem

. mertebeden lineer diferansiyel denklem

mertebeden lineer diferansiyel denklem

mertebeden lineer diferansiyel denklem

mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklem

mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklem

. mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklem



Uyari: Biz bu derste genelde iki degisken iceren diferansiyel denklemlerle ilgilenecegiz. Bu nedenle
sadece birinci mertebeden diferansiyel denklemlere has bir 6zellik olarak, eger acik olarak
belirtiimemisse bagiml ve bagimsiz degisken keyfi olarak secilebilir.

Ornegin, (x—l)dy+y2dx=0 seklindeki 1. mertebeden diferansiyel denklemi ele alalim.

Eger bu denklemde y bagimh degisken olarak dusunilirse denklemin lineer olmadig

d
(x—l)—ery2 =0 formuna bakilarak agik olarak gérilmektedir. Tersine, x bagimli degisken olarak

dx

dx

duslintlirse, verilen denklemi yzd—+x=l seklinde alternatif formda yazdigimizda ve bunu (1.4)
Y

denkleminin x yerine y ve y vyerine x yazilmig haliyle karsilastirdigimizda lineer bir denklem

oldugu anlasiilmaktadir. Bu gozlem bazen 1. mertebeden diferansiyel denklemlerin c¢ozliimleri
calisilirken kolaylik saglayabilir.

Bir Diferansiyel Denklemin Coziimii

x?=2x-3=0 (1.5)

seklindeki cebirsel denklemi ele alalim. x =3 bu denklemin bir ¢6ziimudur dedigimizde, x=3 bu
denklemi saglar demek isteriz. Yani, verilen cebirsel denklemde x yerine 3 yazdigimizda esitlik
saglanir. Benzer sekilde,

y=¢(x)=Inx+x, x>0, (1.6)
fonksiyonu
Xy +2xy' +y=Inx+3x+1, x>0 (1.7)

diferansiyel denkleminin bir ¢6zimidir dedigimizde, (1.6) nin (1.7) yi sagladigini ima ederiz. Yani,
(1.6) daki y yi ve bunun birinci (") ve ikinci (") tirevlerini (1.7) de yerine yazdigimizda esitligin

korundugunu goririz. (Bunu gosteriniz!)

Tanim 1.4: Bir I araliginda tanimli, bu aralikta en azindan 7 inci mertebeden siirekli tirevlere
sahip ve n inci mertebeden bir diferansiyel denklemde yerine kondugunda denklemi 6zdes
olarak saglayan herhangi bir ¢ fonksiyonuna bu aralikta denklemin bir ¢6ziima denir.

Bu tanimi matematiksel sembollerle aciklayacak olursak:

F(x,y,y',y",...,y(")):o

seklindeki n inci mertebeden diferansiyel denklemi ele alalim. Her x € I igin

F[,4(x), 4/ (),8"(x),..,4" () | =0



olacak sekilde n defa turevli bir ¢(x) fonksiyonu verilen diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimudir. Bu
durumda @(x), I araliginda verilen diferansiyel denklemi saglar deriz. Bazen bir ¢6zimu y(x)
semboliiyle gostermek daha uygun olacaktir.

Tanim Aralldl: Diferansiyel denklemler genellikle bir aralik Gzerinde incelenir. Tanim 1.4 te
belirtilen / araligi: tanim arahigi, varlik araligi veya gecerlilik aralig olarak farkli sekilde adlandirilabilir
ve (a,b) seklinde bir agik aralik, [a,b] seklinde bir kapali aralik, (a,oo) seklinde bir sonsuz aralik,

vb. olabilir.

Ornek 1.5: Bir ¢6ziimiin dogrulugunun saglamasini yapma

y=x2, —0<Xx<w, (a)

fonksiyonunun
m\3 1\2 2
(y) +(y) —y=3x"+8 (b)
diferansiyel denkleminin bir ¢6zimu oldugunu gosteriniz.

Céziim: (a) dan, y'=2x ve y" =2 dir. Bunlar (b) de y,)" ve »" icin yerine yazilirsa
8+4x? —x*=3x"+8 (c)

elde edilir. Buradan da her x € (—oo,oo) icin esitligin her iki yaninin ayni oldugu goraldr.

.. , 1
Ornek 1.6: y=Inx+c, x>0, fonksiyonunun y'=— denkleminin bir ¢6zimi oldugunu
b

gosteriniz.

4

. X d

Ornek 1.7: y:I—, —wo<x <o, fonksiyonunun d—y—xy1/2=0 denkleminin bir ¢6zimi
Ix

oldugunu gosteriniz.

Coziim Egrisi: Bir diferansiyel denklemin bir @(x) ¢éziimiiniin grafigi ¢ozim egrisi olarak
adlandirilir. @(x) diferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugundan, tanim araligi [ da sureklidir.
Dolayisiyla ¢(x) fonksiyonunun grafigi ile @(x) ¢éziminin arasinda bir fark olabilir. Diger bir
deyisle, @(x) fonksiyonunun tanim kiimesi ile @#(x) ¢oziminin tanim araligi I ayni olmak zorunda
degildir. Asagidaki 6rnek bu durumu agiklamaktadir.

Ornek 1.8: Fonksiyon-¢éziim

. y= l/x i sadece fonksiyon olarak disuntrsek tanim kimesi x =0

haricindeki tim reel sayilardir ve grafigi yanda verilmistir. Bu
fonksiyon x = 0 noktasinda sireksiz ve diferansiyellenebilir degildir.

Fonksiyon y=1/x, x#0



yzl/x ayni zamanda x)'+y =0 seklindeki 1. mertebeden lineer
diferansiyel denklemin bir ¢6zimidur. (Gosteriniz!) Fakat, y = l/x bu

denklemin bir ¢ézimidir dedigimizde, bir / araliginda taniml, bu
aralikta diferansiyellenebilir ve denklemi saglar demek isteriz. Diger

x bir deyisle, yzl/x, x=0 1 icermeyen herhangi bir I araliginda

4] -5,-1), 1,8 , (—0,0), (0,00), vb. ) denklemin bir ¢éziimuidiir.
(51,3

Bunlarin icerisinden en genis kapsamlisini I araligi olarak se¢cmek
Cozim y=1/x, x#0 anlamh olacagindan (—oo,O) veya (O,oo) bu [ araligi olarak

alinabilir.  Yandaki sekilde (O,oo) arahgindaki ¢ozim egrisi

gosterilmektedir.

A;Ik ve Kapall Cb'zi]mler: Genel matematik derslerinde “acik fonksiyon veya kisaca fonksiyon”
ve “kapali fonksiyon” kavramlarini gérmustiik. Bagimli degiskenin sadece bagimsiz degisken ve
sabitler cinsinden ifade edilmis oldugu bir ¢oziime agik ¢éziim denir. y =@(x) seklinde bir agik
formiille verilen bir ¢6zimi distinelim. Bunun tzerinde farkl islemler yapabilir ve standart kurallar
kullanarak diferansiyelleyebiliriz. Ornek 1.5, 1.6 ve 1.7 de verilen fonksiyonlar, ele alinan diferansiyel
denklemlerin acik ¢oziimleridirler. Diferansiyel denklemleri ¢6zerken kullanacagimiz yéntemler her
zaman bir acik ¢6ziim vermeyebilir. Bu durum 06zellikle 1. mertebeden lineer olmayan diferansiyel
denklemler igin s6z konusudur. Bu nedenle siklikla bir @(x) ¢ézimini kapal olarak tanimlayan

G(x,y) =0 gibi bir ifadeyle yetinmek zorunda kalacagz.

Tanim 1.9: G(x,y) =0 bagintisini ve (1.1) denklemini saglayan en azindan bir ¢(x) fonksiyonu
varsa, G(x, y) =0 bagintisina bir / araliginda (1.1) denkleminin bir kapal ¢6ziimii denir.

Bir G(x,y)=0 bagintisinin hangi sartlar altinda diferansiyellenebilir bir @(x) fonksiyonu
tanimlamasi gerektigini arastirmak bu dersin kapsami disindadir. Dolayisiyla, verilen bir diferansiyel
denklem igin uygun bir ¢6ziim metodu kullanarak G(x, y) =0 seklinde bir baginti elde ettigimizde,

bu bagintiyi ve diferansiyel denklemi bir / araliginda saglayan en az bir y =¢@(x) fonksiyonunun
varhgini kabul edecegiz.

G(x,y)zO seklinde tanimh bir kapali fonksiyonun verilen bir diferansiyel denklemin
¢6zumi olup olmadigini test etmek, y = f(x) seklinde agik olarak verilmig bir fonksiyonu test

etmekten daha karmasik bir prosedir gerektirir. Ctnkd G(x,y) =0 denklemini y igin ¢ozerek x
ler cinsinden yazmak ve Tanim 1.9 daki ¢@(x) fonksiyonunu elde etmek genelde ¢ok zordur veya
imkansizdir. Ancak, bir kapali fonksiyonun bir I araliginda verilen bir diferansiyel denklemi sagladigi
gosterilebildiginde, G(x,y)zO bagintisi verilen diferansiyel denklemin bir kapali ¢6zimi olarak
adlandirilir. Eger G(x,y) =0 seklindeki kapali ¢bzim yeterince basit ise bunu y igin ¢ozerek bir

veya daha fazla agik ¢6ziim elde edebiliriz. Asagidaki 6rnek bu durumu agiklamaktadir.



Ornek 1.10: Bir kapali ¢6ziimiin dogrulugunun saglamasini yapma

d
4 x> +y>—=25=0 iliskisi (=5,5) araliginda ¥_ 2 diferansiyel
v, dx y
denkleminin bir kapali ¢6zimuddir. Gosteriniz.
2 4
a) Kapali ¢6ziim
x> +y* =25
Coziim: Kapal fonksiyonlarin tiirevlerinden hareketle
d d d d
WAy o25=0 = (2 4y-25)=--(0) > 2x+2y =0 = F=-=
dx dx dx dx y

oldugu gorulir.

- A L

24
X

-
pa]
=

b) Acik ¢6ziim

y,=N25-x", -5<x<5

P .

c) Acik ¢6ziim

y,=—25-x, —-5<x<5

Ornek 1.11:

x’ +y2 —25=0 bagintisi y igin ¢ozulirse y = T25-x2
bulunur.  Bu  durumda y=¢(x)=~25-x ve
y=¢,(x)=—25—x"  fonksiyonlari verilen  bagintiy

saglarlar (yani: x? +¢12 -25=0 ve x’ +¢22 -25= 0) ve
(—5,5) araliginda tanimli kapali g6zimlerdir.

Yandaki sekillerde verilen ¢éziim egrileri (a) seklinde verilen
kapali ¢oziimin grafiginin Ust ve alt yarrm dlzlemlerdeki
parcalaridir.

Uyari: ¢ herhangi bir sabit olmak Uzere x° +y2 —c=0
formundaki herhangi bir baginti verilen diferansiyel denklemi
saglar. Buna ragmen bagintinin her zaman reel say! sisteminde
anlamli olmasi gerekmektedir. Dolayisiyla, érnegin ¢ =-25
alindiginda elde edilen x*+ y*>+25=0 bagintisinin verilen

diferansiyel denklemin bir ¢6zimi oldugunu soyleyemeyiz.
Neden?

G(x,y)=x3+y3—3xy=0, —00 < X < (a)

ifadesinin

F(x,y,y')=(y2—x)y’—y+x2=0, —0< X< (b)

denkleminin bir kapali ¢6zim olup olmadigini test ediniz.



Coziim: (a) ifadesinin diferansiyelini alirsak 3x* +3)°)' =3y —3x)’ = 0 olur. Bu diizenlenirse
( 2 ) ' 2 _ [,
vy =x)y —y+x" =0 oldugu gorulur.

Bir 6nceki 6rnegin aksine burada (a) ifadesini y igin ¢ozerek @(x) fonksiyonunu tanimlamak

kolay degildir. Bu 6rnek icin boyle bir fonksiyon sonsuz degisik formda secilebilir. Ancak secilecek olan
bu fonksiyon tim x ler igin verilen denklemin bir ¢6zimi olmayabilir.

Bir Diferansiyel Denklemin Céziimler Ailesi (C6ziim Egrileri Ailesi):

Bazi kaynaklarda verilen bir diferansiyel denklemin bir @¢(x) ¢6ziimu denklemin bir integrali ve bu
¢O6zUmun grafigi de integral egrisi olarak anilir. Genel Matematik derslerinden hatirlanacagi tzere, bir
belirsiz integral hesaplanirken tek bir integral sabiti (¢ ) kullaninz. Benzer sekilde, F(x, ¥, y') =0
gibi 1. mertebeden bir adi diferansiyel denklem ¢ozdiglimizde, genelde tek bir keyfi sabit veya
parametre (c) iceren bir ¢6zim elde ederiz. Bu sekilde keyfi bir sabit iceren ¢6ziim G(x,y,c) =0
seklinde bir ¢oziimler ailesi olarak simgelenir ve bir-parametreli ¢éziimler ailesi olarak adlandirilir.

F(x,y,y',y",...,y(”)):o seklinde n. mertebeden bir diferansiyel denklem ¢o6zildiglinde

G(x,y,cl,cz,...,cn) =0 seklinde n -parametreli ¢éziimler ailesi bulunmaya calisilir. Bunun anlami,

bu parametre veya parametrelerin sinirsiz sayida secimine karsilik olarak tek bir diferansiyel denklem
sonsuz saylda ¢oziime sahip olabilir. Bir diferansiyel denklemin keyfi parametreler icermeyen bir
¢O6zimuine bu denklemin bir ézel ¢éziimii denir.

Ornegin, Y =CX—XCOSX seklindeki bir-parametreli aile
xy'—y=x"sinx seklindeki 1. mertebeden lineer diferansiyel
denklemin (—oo,oo) araliginda bir acgik ¢ozimudir (Gosteriniz!).

Yandaki sekilde bu c¢ozimler ailesinin bazi (yelerinin grafikleri
gortlmektedir. Sekilde siyah renkte ve kalin gosterilmis olan ¢6ziim
-10] ¢ =0 durumuna karsi gelen y = —xcosx 0Ozel ¢cozimudir.

Yy =CcX—XCcosXx

Benzer sekilde, y=ce" +c,xe" seklindeki iki-parametreli aile y"—2y'+y=0 seklindeki 2.
mertebeden lineer diferansiyel denklemin (—oo,oo) araliginda bir acgik ¢ozimudir (Gosteriniz!). Bu
denklemin bazi ézel ¢ézumleri ¢, ve ¢, keyfi sabitlerine verilecek farkli degerlerle elde edilebilir.
Ornegin: y=0, y=2¢e" +xe*, y=-3e" —xe", vb.

Bazen, verilen bir diferansiyel denklemin bir ¢6ziimi bu denklemin ¢oziimler ailesinin bir

Uyesi olmayabilir. Yani bu ¢6zim, c¢ozimler ailesindeki parametrelere verilen degerlerle elde

> 2
edilemeyebilir. Bu sekildeki ekstra bir ¢éziime tekil ¢éziim denir. Ornegin, y = (%wtcj seklindeki
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bir-parametreli aile dy/d)cz)cyl/2 seklindeki diferansiyel denklemin (—oo,oo) arahginda bir acik

¢6zimudur. Bunun yani sira y =0 da bu denklemin bir ¢ézimudur. Ancak bu ¢6ziim denklemin bir
parametreli gézuimler ailesindeki ¢ ye verilecek herhangi bir degerle elde edilemez. Dolayisiyla y =0

bu denklemin bir tekil ¢éziimudur. Bir diferansiyel denklemin bir / araliginda sifir olan ¢6zimlne bu
denklemin bir asikar ¢6ziim( denir.

Parcali Tanimh C6ziim:

5 yzcx4 seklindeki bir-parametreli aile x)y'—4y =0 diferansiyel

™ denkleminin (—oo,oo) araliginda bir-parametreli ¢6zim ailesidir. Bu

ailenin Gyelerinden ikisi ¢=1 ve c¢=-1alinarak elde edilmis ve

2 2 grafikleri yandaki sekilde gorilmektedir.
/ 5 3

/ -1

—

-151

Bazi acik cozimler

* -x', x<0 o . . .
] y= . seklindeki parcali tanimli diferansiyellenebilir
R x, x2>0

5 . L fonksiyon yukarida verilen diferansiyel denklemin bir 6zel ¢ézimuddr.
5 * Fakat bu ¢6zim y = cx* ailesinden ¢ ye verilecek tek bir degerle elde

g edilemez. Bu ¢ozim, x<0 icin ¢c=-1 ve x>0 icin c=1

- secimlerinden elde edilmistir.

Parcali tanimli ¢6ziim

Tanim 1.12: Eger n. mertebeden F(x, ¥, y',y",...,y(”)) =0 seklindeki bir denklemin bir [/
araligindaki tiim c¢oézimleri G(x,y,cl,cz,...,cn) =0 seklindeki n-parametreli aileden c,

(i=1,2,...,n) lere verilecek uygun degerlerle elde edilebiliyorsa bu aileye diferansiyel

denklemin genel ¢6ziim( denir.

Farkli Sembolleri Kullanma: c, ve c, keyfi sabitler olmak lUzere x=c cos4t ve x=c,sin4t

fonksiyonlarinin her ikisi de x"+16x =0 seklindeki lineer diferansiyel denklemin ¢dziimleridirler.

x =c, cos4t nin ¢t ye goére birinci ve ikinci tirevleri sirasiyla: x'=—4c¢ sin4¢, x" =—-16¢, cos4t.

Bunlari denklemde yerine yazarsak: x"+16x =—16¢, cos 4t +16¢, cos 4t =0 olur. Benzer sekilde:

x=c,sin4t nin t ye gére birinci ve ikinci tirevleri sirasiyla: x'=4c, cos4t, x"=-16¢, sin4z.
Buradan da x"+16x =—16¢, sin4¢+16c¢, sin4z =0 oldugu gérilir. Son olarak, bu ¢dziimlerin bir

lineer birlesimi olan x =¢, cos4t+c,sin4t seklindeki iki-parametreli aile de verilen diferansiyel

denklemin bir ¢ozimidur (Gosteriniz!).
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Diferansiyel Denklem Sistemleri:

Buraya kadar sadece bir bilinmeyen fonksiyon iceren bir diferansiyel denklemi tartistik. Fakat teori ve
ayni zamanda bircok uygulamada diferansiyel denklem sistemleriyle karsilasabiliriz. Tek bagimsiz
degiskene bagh iki veya daha fazla bilinmeyen fonksiyonun tirevlerini iceren iki veya daha fazla
denkleme bir diferansiyel denklem sistemi denir. Ornegin, x ve y bagimli degiskenler ve ¢ bagimsiz

degisken olmak tizere birinci mertebeden bir diferansiyel denklem sistemi:

dx
- = ta 9
% S(t,x,y)

dy
- = ta 5
i g(t,x,y)

seklindedir. Bu sekildeki bir sistemin ¢6zimu de ortak bir I araliginda tanimh ve bu aralikta sistemin

her bir denklemini saglayan x = ¢,(¢) ve y =@, () seklinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ciftidir.

Baslangi¢ Deger Problemleri

Bazen bir diferansiyel denklemin verilen bazi yan sartlari saglayan bir ¢6zimiini bulmayla ilgileniriz.
Bu yan sartlar bilinmeyen fonksiyon veya tirevleri lizerine konulmus olabilir.

Yoo Vise++» )V, keyfi olarak belirlenmis reel sabitler olmak lzere, x, noktasini da iceren bir

I araliginda

n

.. d Yy "o (n=1)

0z =f(x,v,v.9",...,

¢ =S ()
(n-1)

Kogullart uyarica: — y(x,) = y,, ¥'(X)) = ¥, V" =y,

(1.8)

seklinde  verilmis  probleme bir baslangic deger problemi adi  verilir. Burada

Y(x0) = Yoo V(%) = Yoy 70
baslangic degerleri denir.

=y,, e baslangic kosullari ve y,,y,,...,»,, degerlerine de

Birinci ve Ikinci Mertebeden Baslangic Deder Problemleri: (1.8) ile verilen problem ayni zamanda 7.
mertebeden baslangi¢ deger problemi olarak da adlandirilir. Bu durumda 1. ve 2. mertebeden
baslangic deger problemleri sirasiyla:

dy d’y )
dx (%) ve ax® f(xp.y) seklinde olurlar.
(X)) =, y(x0) =¥y, V(%) =y,

Bu iki problem geometrik terimlerle asagidaki gibi kolayca ifade edilebilirler.
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y N
Birinci mertebeden baslangic deger problemi igin: X,

noktasini da iceren bir [ araliginda y'= f(x,y)

xoa}’o)

denkleminin, grafigi (xo,yo) noktasindan gecen y(x) gibi

A

2 bir ¢6zimui arastirilir. Bu durum icin ¢ozim egrisi yandaki
sekilde gosterilmistir.

]

1. mertebeden baslangi¢ deger problemin ¢ozimu

N .
g Ikinci mertebeden baglangic deger problemi igin: X,

\

noktasini da iceren bir [ araliginda y"= f(x,y,))

e

' (%55 20) ): denkleminin, grafigi (xo,yo) noktasindan gecen ve ayni

i\/i zamanda bu noktadaki egimi y, sayisi olan y(x) gibi bir

«— x\ ¢6zUmi arastirilir. Bu durum igin ¢dziim egrisi yandaki
I

sekilde gosterilmistir.

2. mertebeden baslangic deger problemin ¢ozimu

“Baslangic kosullari” terimi fiziksel sistemlerden gelmektedir. ¢ zamani belirten bagimsiz
degisken olmak Uzere, ¢, gibi bir baslangic zamaninda y(¢,) =y, ve »'(¢,) =y, sirasiyla bir cismin

konum ve hizini temsil etmektedirler.

(1.8) de verilen problemi ¢ézmek igin: ilk dnce verilen diferansiyel denklemin 7 -parametreli

¢6zimler ailesini bulmak ve daha sonra da x, noktasinda verilen n tane baslangi¢ kosulunu
kullanarak ailedeki # tane sabitin sayisal degerlerini tanimlamak gerekmektedir. Sonucta elde edilen

ozel ¢6zim x, noktasini daiceren / araliginda tanimli olur.
Ornek 1.13: Birinci mertebeden baslangi¢ deger problemi

y=ce*, y'—y =0 seklindeki 1. mertebeden lineer diferansiyel denklemin bir-parametreli ¢dziimler

ailesidir (Gosteriniz!) ve bu ailedeki tim ¢éziimler (—oo,oo) araliginda tanimhdirlar.

Eger buna »(0)=4 seklinde bir baslangi¢ kosulu dayatirsak, ¢oziimler
ailesindeki ¢ sabiti, bu ailede x =0 ve y =4 yerine yazildiginda 4 = ce’

dan ¢ =4 olarak bulunur. Dolayisiyla y =4e",

/ y'—y=0, y(0)=4
--_—))/

seklindeki baslangic deger probleminin bir ¢6zim{ olur.

/
7

Eger bir ¢oziim egrisinin (0,4) noktasi yerine (1,—3) noktasindan

gecmesi istenirse y(1)=-3 den —-3=ce' = c=-3e" bulunur. Bu

durumda y =-3¢*",

y'-y=0, y1)=-3
baslangic deger probleminin bir ¢dzimii olmus olur.

Yandaki sekilde bu iki ¢coziim egrisi koyulastirilmis olarak goriilmektedir.



13

Bir sonraki ornekte yine 1. mertebeden bir baslangic deger problemini ele aliyoruz. Bu
ornekte, y(x) ¢éziminin tanimh oldugu 7 araliginin baslangig kosulu olan y(x,) =¥, anasil bagh

olduguna dikkat etmeliyiz.

. 1
Ornek 1.14: y=— , ¥'+2xp" =0 seklindeki 1. mertebeden diferansiyel denklemin bir-
X" +c

parametreli cozimler ailesidir (Gosteriniz!).

2

Eger buna »(0)=-1 seklinde bir baglangic kosulu dayatirsak,
¢6zimler ailesindeki ¢ sabiti, bu ailede x=0 ve y=-1 yerine

yazildiginda —1= den ¢ =-1 olarak bulunur. Dolayisiyla

0’ +c
4 3 2 A" 12 3 a 1
: y== olarak elde edilir.
x° =1
/2\ Asagida bu ornekle ilgili ayirt edici bazi 6zellikler vurgulanmaktadir:

1
e y=— fonksiyon olarak disunildigiunde: tanim kiimesi x = F1 haricindeki tim reel
x —
sayilardir.

. y'+2xy2=0 diferansiyel denkleminin bir ¢6zimU olarak dusunulduginde: y=— 7
x —

¢6zumindn tanimli oldugu 7 araligi, y(x) in tanimli ve diferansiyellenebilir oldugu herhangi

bir aralik olabilir. Yandaki sekle bakildiginda bu sekildeki araliklardan en genis olanlari
(—oo,—l), (—1,1) ve (1,0) dur.

e V'+2xy°=0, y(0)=-1 baslangic deger probleminin ¢éziimii olarak distinildtgiinde:

y== 1 ¢6zuminin taniml oldugu [ araligi, y(x) in tamiml, diferansiyellenebilir ve

x =0 noktasini iceren herhangi bir aralik olabilir. Bu kosullari saglayan en genis araligin
(—L1) araligi oldugu sekilde gériilmektedir.

Ornek 1.15: ikinci mertebeden baslangi¢ deger problemi

x=c cos4t+c,sindt ifadesi x"+16x=0 denkleminin iki-parametreli ¢dziimler ailesidir. Bu

daha 6nce dogrulanmisti. Simdi
x"+16x=0, x(z/2)=-2, x'(7/2) =1 (1.9)
baslangic deger probleminin bir ¢6zimiini bulalim.

¢oziim: ik olarak verilen ¢dziimler ailesine x(7z/2) = —2 kosulunu uygulayalim. Buradan

—2:01005(4%j+czsin(4%j = ¢cos2r+c,sin2r=-2 = ¢ =-2
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olur. Simdi de verilen ¢ozimler ailesine x’(7z/2)=1 kosulunu uygulayalim. Bunun igin ilk 6nce

¢6zlimler ailesinin tirevini alip daha sonrada elde edilen sonucta # = 7[/2 ve x' =1 kullandigimizda

x'=—4c sindt+4c,cosdt = —4¢sin2r+4c,co82r=1 = ¢, =1/4
bulunur. Dolayisiyla (1.9) probleminin bir ¢6zimii  x = —2cos 4t+Zsm 4t olur.

Varlik ve Teklik: Bir baslangic deger problemi icin iki soru akla gelmektedir:

e  Problemin bir ¢6zimdi var mi?
e Eger bir ¢6zUm varsa bu ¢6ziim tek mi?

seklindeki birinci mertebeden baslangi¢c deger problemi igin:

{dy/dx = f(x,y)
(X)) =y,

dy/dx = f(x,y) denklemi ¢oziimlere sahip mi?
Varlik
Cozlm egrilerinden herhangi biri (xo,yo) noktasindan geciyor mu?

Teklik (xo,yo) noktasindan gecgen tek bir ¢éziim egrisi oldugundan ne zaman emin

olabiliriz?

Ornekler 1.13 ve 1.15 de “cézimi” kelimesi yerine “bir ¢cd6zim{” kullanilmistir. Buradaki
“bir” diger ¢oziimlerin de olabilme ihtimalini belirtmek amaciyla bilerek kullanilmistir. Bu noktada her
bir problemin tek ¢éziimiinin olduguna heniiz deginilmemistir. Siradaki 6rnek iki ¢6zimi olan bir
baslangic deger problemini vermektedir.

Ornek 1.16: y =0 ve y = x4/l6 fonksiyonlarinin her ikisi de dy/dx = )cyl/2 diferansiyel denklemini
ve »(0) =0 baglangi¢ kosulunu saglarlar. Dolayisiyla

d
2w w0)=0
dx

baslangic deger problemi en azindan iki ¢6ziime sahiptir.

Fizik ve mihendislikten bir problem diferansiyel denklemler cinsinden ifade edildiginde,
istenen ¢ozimiin mevcut ve tek olmasi gereklidir. Bu derste gorecegimiz cogu diferansiyel
denklemlerin ¢ozliimlerinin var oldugu ve baslangic deger problemlerinin ¢éziimlerinin muhtemelen
tek oldugu duslinlilse de gercek hayat bu sekilde sade olmayabilir. Dolayisiyla, bir baslangi¢c deger
problemini ¢dzmeye baslamadan dnce bu problemin ¢éziminin varligl ve eger varsa bu ¢oéziimiin
tekligi hakkinda bilgi sahibi olma arzu edilir. ilk olarak birinci mertebeden diferansiyel denklemleri ele
alacagimizdan dolayi burada
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(1.10)

{dy/dx = f(x,y)
y(xo) =)o

seklindeki bir baslangic deger probleminin ¢oziiminin varhigi ve tekligini garanti eden yeter kosullari
verecegiz. ikinci mertebeden bir baslangic deger problemi icin benzer durum daha sonraki derslerde
ele alinacaktir.

Teorem 1.1: Birinci mertebeden baslangi¢ deger problemi igin varlik-teklik teoremi

YA Ly o Yandaki sekilde goruldigu gibi R, xy—duzleminde (xo,yo)
d--7- R: = noktasini i¢ine alan bir dikdértgen bolge olsun. Eger f(x,y) ve
1 1
I I 0f /0y bu bélge uzerinde siirekli iseler: [a,b] araliginda, 2>0
—— i |
cond (x30) - olmak Uzere (xo —h,x, +h) seklinde bir /; araligi ve bu aralikta
Vo 1 :\ .. e w . .
— >, tanimli, (1.10) probleminin ¢6zumi olan, tek bir y(x) fonksiyonu
['l Iy b vardir.

f(x,y) ve Of /Oy nin sirekliligini belirlemek kolay oldugundan dolayr yukaridaki sonug en

popduler varlik-teklik teoremlerinden biridir.

Ornek 1.17: Ornek 1.16 da dy/dx = xyl/2 diferansiyel denkleminin grafigi (0,0) noktasindan gegen

en azindan iki ¢6zimdiinin oldugu gorulmusta.

f(xy)=xp" ve g =Ll/2
o 2y
fonksiyonlari y >0 ile tanimlanan Ust yari duzlemde sureklidirler. Dolayisiyla yukaridaki teorem
garanti eder ki: y, >0 olmak lzere tst yari diizlemde x, merkezli bir aralik vardir ve bu aralik
Uzerinde verilen diferansiyel denklemin herhangi bir (xo,yo) noktasindan gecgen tek ¢ézimdu vardir.
Buna gore, dy/dxzxyl/z, y(1) =1 baslangic deger problemini hi¢ ¢g6zmeden: x =1 merkezli bir

aralik oldugunu ve bu aralik izerinde verilen problemin tek ¢c6ziimi oldugunu soyleyebiliriz.

Ornek 1.18: y'=y, y(0)=4 ve y'=y, y(1)=-3 baslangi¢ deger problemlerinin ¢éziimlerinin

varhgi-tekligi hakkinda ne soyleyebilir siniz?

n—Parametreli Coziimler Ailesi Bilinen Bir Diferansiyel Denklemi
Bulma Metodu

Bu kisimda »n— parametreli ¢dziimler ailesi bilinen bir diferansiyel denklemin nasil bulunacagini
gorecegiz. Unutmamak gerekir ki; boyle bir ailenin n tane keyfi sabit icermesi zorunlu olsa bile,
¢6zimU bu olan diferansiyel denklem boyle sabitler icermez. Dolayisiyla, bu tipteki problemleri
¢6zmek icin bu sabitlerin yok edilmesi gerekir. Maalesef, bu sabitleri yok etmenin bir standart
metodunu kullanmak her zaman en kolay yol olmayabilir. Cogunlukla standartlastirilamayan ve sizin



16

yaraticiliginiza bagh olan daha basit yontemler vardir. Yapmamiz gereken: verilen ailede gorilen
parametre sayisi kadar ardistk tlirev alinir, en son elde edilen ifadede keyfi sabit/sabitler
bulunmuyorsa istenen denklemdir, eger hala keyfi sabitler bulunuyorsa bunlar eldeki diger ifadeler
kullanilarak uygun yoéntemlerle yok edilir ve istenen denklem bulunmus olur. Bunlarn o6rnekler
lzerinde gorecegiz.

Ornek 1.19: Bir-parametreli ¢6ziimler ailesi
y=¢cosx+x (a)
seklinde olan bir diferansiyel denklem bulunuz.

Co6ziim: Yukarida soylediklerimizi g6z ©nine alirsak, verilen (a) ailesi sadece bir keyfi sabit
icerdiginden dolay! birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin ¢6ziimi oldugunu kabul edecegiz.
(a) nin tlrevini alirsak,

y'=—¢ sinx+1 (b)

elde edilir. Bu aradigimiz diferansiyel denklem olamaz ¢linkii ¢, parametresini icermektedir. Bunu

yok etmek icin (a) y1 sinx ve (b) yi cosx ile ¢arpip taraf tarafa toplayalim. Bu durumda
ysinx+y'cosx =xsinx+cosx = (y'—1)cosx+(y—x)sinx=0
elde edilir. Bunu diizenlersek istenen diferansiyel denklemi

y':(x—y)tanx+l,x¢$%,$3§,... (c)

olarak elde ederiz.

Ornek 1.20: iki-parametreli ¢éziimler ailesi
y=ce +ce”
seklinde olan bir diferansiyel denklem bulunuz.
Ornek 1.21: iki-parametreli ¢éziimler ailesi
y=¢ sinx+c, cosx+x’
seklinde olan bir diferansiyel denklem bulunuz.

Ornek 1.22: Bir parametreli ¢dziimler ailesi merkezleri orijinde olan ¢cemberler ailesi olarak temsil
edilen bir diferansiyel denklem bulunuz.
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Ders 1: Alistirmalar

1. Asagidaki diferansiyel denklemleri siniflandiriniz.

a) dy+(xy—cosx)dx=0 b) y"+xy"+2y(y')3+xy:0
dyY
K (dx{j (") +x=0 e +x)+y=0
&y (dy\'
d) (l_x)yﬂ_4xy’+5y:COS)C e) x_‘f_(_yj +y:0
dx dx
2
f) ey —£y"+6y=0 g) %+%+u=cos(r+u)
d*y dy Y d’R  k
o = 1+ —_ h -
e (dxj VTR
.2
1) (sin@)y" —(cos@)y' =3 i) X—(l—%}ﬂx:O

2. Asagida sag situnda verilen fonksiyonlarin sol stitunda verilen diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri
olduklarini gésteriniz.

a) Y+y=0 y=e
b) y'=e¢ y=e

d’y 1
C = — : 2
) N y = xarcsin x ++/1—x

o S(0)=r"(x f(x)=e"+2

d xn'=2y y=x

e) (l+x2)y'=xy y=~1+x>

f) cos@£—2rsin9—0 = L]

26 r=asec

g V'-y=0 y=ae" +be”*

g  2)/+y=0 yee?

h) »'=6y'+13y=0 y=e" cos2x
dy 6 6
Y 20y =24 = e

o Y757s

) y'+y=tanx y=—(cosx)In(secx+tanx)

3. Asagida verilen birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin belirtilen bagimli degiskenlere gére
lineer olup olmadiklarini belirleyiniz.

a) (yz—l)dx+xdy=0; yde; x te b) udv+(v+uv—ue“)du=0; u da; v de
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4. y= et fonksiyonunun asagida verilen diferansiyel denklemlerin bir ¢c6zimu olabilmesi icin £ nin

alabilecegi degerleri belirleyiniz.

a) y'+3y=0 b) 7y =3y
c) y'=5y"+6y=0 d) 2y"+7y' =4y =0

5y =x* fonksiyonunun asagida verilen diferansiyel denklemlerin bir ¢c6zimu olabilmesi icin & nin

alabilecegi degerleri belirleyiniz.

a) xy"+2y"'=0 b) x*y"—7xy' +15y =0

6. Asagida verilen fonksiyon ciftlerinin verilen diferansiyel denklem sistemlerinin (—oo,oo) araliginda

bir ¢c6ziimi oldugunu gosteriniz.

dx ’x ; ) |
| E_)H?)y {x:eZt+3eét ?=4y+e x=cos2t+s1n2t+ge
a b b

dy y=—e""+5e" d> . 1

—=5x+3 LY _4x_¢ =—cos2t—sin2t——eé'

r y 5 4x—e y 53

7. yzl/(x2+c), y'+2xy> =0 seklindeki birinci mertebeden diferansiyel denklemin bir-

parametreli ¢ozimler ailesi olduguna gore; bu diferansiyel denklem ile birlikte asagidaki baslangig
kosullarinin olusturduklari birinci mertebeden baslangic deger problemlerinin her biri icin bir ¢c6zim
bulunuz ve bu ¢éziimlerin tanimli olduklari en genis I araliklarini belirtiniz.

) ¥(-2)=> b) y(0) =1 ) v2)=1 " y@:_4

8. x=c cost+c,sint, x"+x=0 seklindeki 2. mertebeden diferansiyel denklemin 2-parametreli

¢o6ziimler ailesi olduguna gore; bu diferansiyel denklem ile birlikte asagidaki baslangic kosullarinin
olusturduklari 2. mertebeden baslangic deger problemlerinin her biri icin bir ¢ézim.

) x(0)=-1 0 x(/4) =2 9 x(7/2)=0 x(7/6) =
X'(0)=8 X'(n/4) =242 X'(z/2)=1 (x)6) =
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