DERS 2:
BIRINCI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Dersin Amaci: Birinci mertebeden 06zel formlardaki diferansiyel denklemlerin analitik ¢6zim
yontemlerini 6gretmek.

Bu derste 6zel tiplerdeki birinci mertebeden diferansiyel denklemleri ¢ézmek icin bicimsel
yontemleri gérecegiz. Ders 1 den hatirlanacagi lizere, birinci mertebeden diferansiyel denklemler ya

M (x,y)dx+N(x,y)dy=0 (a)
seklinde diferansiyel formda, ya da
dy
—=f(x, b
L=/ () (b)

seklinde normal formda yazilabilirler. Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin 6zel bir hali de

@Y 1 ay(x)y = g(x) ©
dx

formundaki lineer denklemlerdir.

Eger birinci mertebeden diferansiyel denklem: (a) formunda verilmisse x veya y den biri
bagimli degisken olarak disinilebilir, (b) veya (c) formlarindan biri géz 6niine alinirsa y bagimh

degisken ve x te bagimsiz degisken olarak kabul edilebilir.

Bu denklemler icin analitik ¢6ziim yontemleri bazen (a), bazen (b), bazen de (c) formundan
yola cikarak gelistirilecektir. Simdi bu formlardan (b) yi g6z 6nine alalim. Bu denklemi analitik olarak

¢6zmek genelde ¢ok zordur. Fakat f(x,y) fonksiyonunun bazi 6zel durumlar igin analitik ¢6zim

metotlari gelistirilmistir. Bu metotlarin temelinde, verilen denklemi bazi uygun g(x,y) ve F(x)

fonksiyonlari igin

%[g(x,y>—F(x>]=0

seklinde integrallenebilir formda yazabilmek yatmaktadir. Bundan sonra bu son denklemin her iki
tarafinin x e goére integrali alindiginda, verilen denklemin

g(x,y)=F(x)+c

seklinde bir ¢6ziimu elde edilir. Simdi verecegimiz 6rnek bu durumu agiklamakla birlikte isimiz ¢cogu
zaman buradaki gibi kolay olmayacaktir.



.. d
Ornek 2.1: x—y+y=2x, x>0, seklindeki diferansiyel denklemi ele alalim. Basit bir gbzlem

dx
yapildiginda bu denklem

d d d
E(xy)=2x = E(xy)—2x=0 = E[xy—x2}=0

formunda tekrar yazilabilir. Bu son denklemin her iki tarafinin x e gore integrali alindiginda, verilen

denklemin xy—x2 = ¢ seklinde bir ¢6zimini bulmus oluruz.

Simdi dy/dxzf(x,y) formundaki denklemi ele alarak f nin bazi 6zel durumlari igin bu

denklemi ¢d6zim tekniklerini gérecegiz.
A) Dogrudan integral Alinarak Céziilebilen Denklemler

dy/dx = f(x,y) seklindeki birinci mertebeden diferansiyel denklemi ele alalim. Eger f* fonksiyonu
v degiskenine bagli degilse, yani f(x,y) = g(x) ise,

% =g(x) (2.1)

denklemi dogrudan integral alinarak ¢6zulebilir. Eger g(x) strekli bir fonksiyon ise (2.1) in her iki

tarafinin x e gore integrali alindiginda,

y= jg(x)dx =G(x)+c, G(x):g(x)inilkeli
elde edilir. Ornegin, dy/dx =1+¢’" ise bunun ¢6zimii asagidaki sekilde olur:
y=.|.(l+e3x)dx = y=x+le3)‘ +c.
3

B) Degiskenlerine Ayrilabilir Denklemler

Tanim 2.1: Birinci mertebeden bir diferansiyel denklem

b _ b _gk) @ _ )
dx—g(X)h(y) e T " w e

formlarindan birinde bulunuyorsa bu denkleme “ayrilabilir” veya “ayrilabilir degiskenlere

sahiptir” denir.

Ornegin,



denklemleri sirasiyla ayrilabilir ve ayrilamaz denklemlerdir. ilk denklemde f(x,y)zxyze“zy yi

sadece x in ve sadece y nin fonksiyonlari olarak f(x,y) =(xex)(y2e2y) seklinde garpanlarina
ayirabilirken, ikinci denklemdeki f(x,y)= y+cosx isadece x in ve sadece y nin fonksiyonlarinin

carpimi veya bolimi seklinde yazmamiz mimkin degildir.

C6ziim Metodu:

dy _ R
o gh(y) = ")

2
p(») diyelim

dy=g()dv = [p(dy=[gdx = P()=Gx)+c

Not: Yukaridaki sonugta iki integral sabiti kullanmamiza gerek yoktur. Cunki P(y)+c, = G(x)+c,

yazsak bile P(y)=G(x)+c,—c, den ¢, —c, yerine tek bir keyfi sabit ¢ kullanabiliriz. Dolayisiyla

birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinde sadece bir keyfi sabitin bulunmasi
gerekmektedir.

Ornek 2.2: (x + l) dy — ydx = 0 bigimindeki diferansiyel denklemi ¢dziiniiz.
Coziim:

dy dx dy dx
1)dy —ydx=0 — = —=|—
(x+ ) Yy — yax = = J.y '[x+l

") = ln|y|=ln|x+l|+c1
y X

ln‘x+l‘+cl

ln‘erl‘ q
y=e = y=e e

= y=e" x+l| = y=F"(x+1) = y=c(x+1)
Yukaridaki sonugta mutlak deger tanimi kullanilmis ve Fe“ sabiti yerine ¢ yazilmistir.

Not: Yukarida her bir integralin sonucu logaritmik oldugundan ilk satirin son isleminde ¢, yerine

1n|cl| kullanmak daha akillica olurdu. Bu durumda
ln|y| =ln|x+1|+ln|cl| = ln|y| =ln‘cl(x+l)‘ = y=q¢(x+1)
sonucunu kolayca elde edebiliriz.
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Ornek 2.3: d_y =——, y(3)=-4, bicimindeki baslangi¢ deger problemini ¢ézliniiz.
X y

Coziim:
dy x y2 )C2 2 2 2
o ydy =—xdx = Jydy=—dex = ST ta = oy Ay =
X Y



Yukaridaki sonuca ulasmak igin 2¢, yerine c? kullanilmistir. Bu ¢6ziim merkezleri orijin olan es

merkezli cemberler ailesini temsil etmektedir. Simdi verilen baslangi¢ kosulu kullanilirsa:
x=3, y=-4 = F+(4)Y=c" = *=25 = x*+y°=25 bulunur.

Sonug olarak verilen baslangic deger probleminin ¢d6zimi merkezi orijin ve yaricapli 5 olan bir
¢emberdir. Bu kapali ¢6zimiin sadeliginden dolayl baslangi¢ kosulunu saglayan bir agik ¢6ziim
asagidaki gibi bulunabilir (Bkz. Ders 1, Ornek 1.10):

¥ +y'=25 = y=—J25-x", -5<x<5
Bir ¢6ziim egrisi diferansiyellenebilir bir fonksiyonun grafigidir. Bu durum igin ¢6zim egrisi (3,—4)
noktasindan gecen alt yari diizlemdeki yarim cemberdir.

. d
Ornek 2.4: d_y = y2 —4 seklindeki diferansiyel denklemi ¢dziiniiz.
Ix

C6ziim: Denklemi hi¢ ¢6zmeden gozlem yoluyla y = F2 nin bu denklemin sabit ¢ézimleri oldugunu

soyleyebiliriz. Bu denklem degiskenlerine ayrilabilir oldugundan asagidaki yolla ¢dzebiliriz.

dy dy dy dy
Y24 —d =|d S A
o y = V4 x = jy2—4 jx = j(y—2)(y+2) xX+¢

1 1 1 1 1 1
= J{Z(y_z)—z(ijszy—xchl = Zln|y—2|—zln|y+2|—x+c1

y_
y+2

= 1n|y—2|—1n|y+2|:4x+4c1 = In =4x+c, = ——=Fe " ? =Fe%e”

Yukarida 4c, yerine c, yazilmistir. Son olarak Fe® yerine ¢ yazip elde edilen ifadeyi y icin ¢dzersek

seklinde bir parametreli ¢ézimler ailesini elde ederiz. Eger bu ¢6zimde ¢ = 0 kullanilirsa y =2 sabit
¢6zimu elde edilir. Fakat ¢ yerine her ne deger alirsak alalim y =—-2 ¢6zimunu elde edemeyiz.
Dolayisiyla y =-2 denklemin bir tekil ¢ozimidir. Bu ¢6zim yukaridaki ¢6zim asamasinda
kaybolmustur. Zaten ilk satirdaki integrali g6z 6niine alirsak y = F2 yi disarida birakmamiz gerektigi

anlasiimaktadir.

Ornek 2.5: Asagidaki baslangic deger problemini ¢éziiniiz.

(ezy —y)cosxﬂ =e”sin2x, »(0)=0
dx



Coziim:

d , 2 in2
(ezy—y)cosx—y=eysm2x - & yydy=sm al

dx e CcoSX

_2sinxcosx

dx

dx = (ey —ye” ) dy
COS X

= (ey—yefy)dy:ZSinxdx = j(ey—ye”’)dy:Z'[sinxdx
= e +ye’+e? =-2cosx+c

Bu son ifadede baglangi¢ kosulu kullanilirsa (x =0 iken y=0) ¢ =4 olarak bulunur. Dolayisiyla

verilen baslangic deger probleminin bir ¢c6zimi asagidaki sekilde bulunmus olur.

e’ +ye’ +e’ =-2cosx+4

Integrallerle Tanimlanmis ¢éziimler: Genel Matematik derslerinden bilindigi lzere: f(x)

fonksiyonu a noktasini iceren bir I acik araliginda surekli ise, her x € [ igin
d X
—| [f@at|= @) dir.
dx\ %

Diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde bu formun uygun oldugu zamanlar vardir. Ornegin, f(x)
fonksiyonu x, ve x noktalarini iceren bir [/ araliginda sirekli olsun. Bu durumda
dy/dxzf(x), y(x,) =y,, bicimindeki baslangi¢c deger probleminin bu / araliginda tanimli bir

¢6zumu
y(x)=y,+ .[f(t)dt bigiminde olur.

Asagidaki 6rnek buradaki fikri aciklamaktadir.

.. d 2
Ornek 2.6: d_y =e ", y(3)=4, bigimindeki baslangi¢ deger problemini ¢dziiniz.
x

¢oziim: f(x)= e”‘2 fonksiyonu (—o0,0) araliginda sureklidir. Fakat bu fonksiyonun ilkeli elementer
bir fonksiyon degildir. ¢ yi duyarsiz (kukla) integral degiskeni olarak kullanirsak:

X

J.%dtzj'e’zdt = Y(t)|§=jet2dt =N y(x)_y(g,):J‘efﬁdt =>y(x)=4+jeﬁdt
3 3 . )

X

Not: Bu 6rnekte takip edilen yol, f(x), ilkeli elementer fonksiyon olmayan ve g(y) de ilkeli

elementer bir fonksiyon olan fonksiyonlar olmak izere dy/dx= f(x)g(y) seklindeki ayrilabilir
denklemde de takip edilebilir.



C) Degiskenlerine Ayrilabilir Forma indirgenebilen Denklemler

Bazi 6zel durumlarda degisken degistirme islemi yapilarak verilen bir diferansiyel denklemi ¢6zim
yontemini bildigimiz diferansiyel denklem formlarindan birine indirgeyebiliriz. Simdi bunlardan birini
gorecegiz.

% = F(ax+by +c), a,b#0,c: sabit sayilar (2.2)
x

formundaki bir diferansiyel denklem icin ¢c6ziim yontemi:

ax+by+c=u dersek ve her iki tarafin x e gore tirevini alirsak (kapali fonksiyonun tirevi),

Y _du oy _1

a+b =
dx dx dc b

(ﬂ_aj elde edilir. Bu son ifadeyi (2.2) de yerine yazarsak,
dx

1 du du
;(E—aj:F(u) = E:bF(u)+a:G(u) = ?u):dx = I

du
G(u)

:Idx = H(u)=x+c

elde edilir. Son olarak, tekrar orijinal degiskenlerimize dénersek: H(ax+by+c)=x+c seklinde

verilen diferansiyel denklemin bir ¢6zim{ini bulmus oluruz.

.. d
Ornek 2.7: @ __ L seklindeki diferansiyel denklemi ¢6zliniz.

dx x+y+1
Coziim: x+ y+1=u diyelim. Bu durumda yukaridaki yol izlenirse:

_;,_ﬂ:d_u = d_y:ﬂ_l = ﬂ—l:l = ﬂ_l—i—_u Ldu:dx

1 = =
dx dx dx dx dx u dx u 1+u

I 4 du:Idx = I[l— 1 jdu:x+c1 = u—1n|1+u|:x+c1
1+u 1+u

x+y+l—1n|x+y+2|=)c+c1 = y+l—1n|x+y+2|=c1 veya x+y+2=ce’

seklinde ¢o6ziim elde edilir.



DERS 2: ALISTIRMALAR
1. Asagidaki diferansiyel denklemleri ¢6zliniz.
a) Q=(x+l)2 b) dx+e**dy =0
dx
dy 2 dy s
c) =—+3xy =0 GV _ gy
) o O ¢) I
dx (y+1 2 2
d) ylnx—=| — e) csc ydx+sec xdy=0
dy X
d
f) (ey +1)2 e‘ydx+(ex +1)3 e'dy=0 g) —Q=2Q
r
g) ar =k(T-75), k:sabit h) d—NwLN=Nz‘e’+3
dt dt
dy  xy+3x-y-3 dy 2
) dx xy—-2x+4y-8 L dx * Y
2. Asagidaki baslangic deger problemlerini ¢6ziiniz.
dy y*-1 dx ) (ﬂ'j
) =L 50 ) =4 ) x| g
dy 5 4 2
c) —+2y=1, 0)== o) (1+x7 )dy+x(1+4y~ )dx =0, 1)=0
) =+ 2=l 3(0) =3 (14+x")dy+x(1+4y%) y()
dy dy 2 2 1
d) x> == y—xy, -)=-1 ——=y"sin , -2)=—
)xdx y=xy, y(=1) e)dx ysin(x?), p(-2) 3
3. xﬂ :y2 —y denkleminin asagidaki noktalardan gecen ¢6zimlerini bulunuz.
x
11 1
050 b 0,1 —,— 2’_
21 (0,0) ) (0.1 o(33) o(2)

4. 2xsin’ ydx—(x2 +10) cos ydy =0 bigimindeki diferansiyel denklemin bir kapali ¢6zimiinin

ln(x2 +10)+cscy:c seklinde oldugunu gosteriniz. Eger varsa diferansiyel denklemin ¢6zimu

esnasinda kaybolan sabit ¢cozliimleri belirleyiniz.

5. Asagidaki diferansiyel denklemleri ¢6ziiniz.

dy

a) az(ererl)2 b) @zl—x——y

dx X+y
dy dy . dy —x+5
§) - =2+yy-2x+3 d) —-=sin(x+y) e) —=l+e’
X X

c) e tan’ (x+y)
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