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Soru : 1 (20P) (a) Asagidaki A matrisinin hermitsel oldugunu gosteriniz. (b) A'min 6zdeger-
lerini ve her 6zdegere kargilik gelen normalize 6zvektorlerini bulunuz. (c¢) Bu 6zvektorlerin ortog-
onal (dik) olduklarim gosteriniz. (d) Asagida verilen S vektériinii normalize ederek buldugunuz

ortonormal vektorler cinsinden yaziniz ve bilegenleri (katsayilar1) hesap ediniz.

) -l

Soru : 2 (20P) Asagidaki diferansiyel denklemlerde bagimsiz degiskeni, bagimh degigkeni, den-
klemin mertebesini ve denklemin derecesini alttaki tabloda uygun yerlere yazin.

2
(@) y® —ay—e*+1=0, (b) 2Lt ystd =547, (C)3<%) +2(%)10—|—b7—b520

Bagimsiz Degisken | Bagimli Degisken | Mertebe | Derece

Soru : 3 (20P) 2"+ 22" +26x = 82 cos(4t); x(0) = 6, 2/(0) = 0, baglangig deger problemini ¢oziin.

Soru : 4 (20P) a > 0 bir sabit olmak iizere f(z) = e~ fonksiyonunu —oo < < 400 araliginda

normalize ediniz. Normalize f(z) fonksiyonunun Fourier déniigiimiinii bulunuz.

Soru : 5 (20P) (a) E bir sabit olmak iizere ¢ 4+ (E — z*)1) = 0 diferansiyel denkleminin z = oo
daki tekilligini arastirimiz. (b) ¥(z) = e~z y(z) doniisiimiiyle

y'—2zy +(E-1)y=0

diferansiyel denklemini elde ediniz. Simdi bu yeni denklemin x = 0 noktasi civarindaki genel
¢Ozimiini en az t¢ger terim tutarak yaziniz. Qoziimiin bir polinom olmasi (yani, belirli bir terimden

sonra serinin diger terimlerinin sifirlamasi) i¢in £'nin saglamasi gereken kosulu bulunuz.
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CEVAPLAR

Cevap : 1 (a) Eger A hermitsel ise AT = (AT)" = A olmaldr.

w= () = =05

(b) Once 6zdeger denklemini hatirlayalm: A# = A% veya (A — A)Z = 0 olarak ifade edelim.

-\ =i a
=0
T —A b
a, b bilegenlerinin sifirdan farkl olmasi i¢in katsayilar matrisinin determinanti sifir omalidir.

-\ =i
T —A

Bunun matris bi¢imi goyle olur.

=M -1=0 = MN=-1, M\=+1

Once \; = —1 ézdegerine karg1 gelen #; ézvektoriinii bulalim.

1 —2 aq .
=0 = b =—iy
11 b1

: - . 1 1
Normalizasyon |a1|2 + |bl|2 =1. Birlikte 7 = E ( )

—1

Simdi de Ay = +1 6zdegerine karsi gelen 7 6zvektoriinii bulalim.

-1 —2 [25) .
=0 = by=1as
1 —1 by

. . . g 1 1
Normalizasyon |ag|® + |bo|* = 1. Birlikte & = 7 ( ; )

(c) # ile Z5 vektorlerinin biri birine dik olmas igin skaler ¢arpimlar: sifir olmalidir.
1 1 (1 1
T1,T0) =T, To=—— (1 — =—(14:¢)=0
(L) =5 =05 Z\/§<@> )
(d) S=N (;) burada N normalizasyon katsayisi. Normalizasyon (S, S) = 1.

N2<—i 2)<;>:5N2 = N:% = 5:%@)

Simdi bunu #; ve ¥5 cinsinden yazalim.




Cevap : 2

Bagimsiz Degisken | Bagimli Degisken | Mertebe | Derece
(a) x y 3 1
(b) s t 2 1
(c) a b 4 2

Cevap : 3 Homojen ¢oziim: z =€ = 12 +2r+26=0 = 7r=-145
xp, = e (¢ cos 5t + ¢y sin bt)
Ozel ¢oziim: x, = Acos4t + Bsindt. Tiirevlerini alalim.
z, = —4Asindt + 4Bcosdt = x) = —16Acos4t — 16Bsin4t
Bunlar1 inhomojen denkleme yerlegtirerek sunu elde ederiz.
A=5 ve B=4 = 1x,=>5cosdt+ 4sin4dt
Genel ¢oziim: = = z. + z, ve tiirevi s6yle olur.

x(t) = e (c1 cos 5t + ¢y sin 5t) + 5 cos 4t + 4sin 4t
7' (t) = e "[(5eg — ¢1) cos 5t — (5¢1 + ¢2) sin 5t] — 20 sin 4t + 16 cos 4t

Baslangig sartalariyla ¢y ve ¢ yi belirleyelim.

(i) z(0)=6 = c+5=6 = =1
(@) 2'(0)=0 = Bey—c1+16=0 = c3=—3

Cevap : 4 Normalizasyon (f(x), f(x)) =1, yani N2 fj;o ’f(m)|2dm = 1 burada N normalizasyon

katsayisi.

400 2 1/4 9 1/4 )
N2/ e~2% g T o N= ( a) =  f(x)= (_a) e
o 2a 7
Simdi de Fourier doniigiim integralini yazalim ve hesap edelim.
+oo 1 2a /4 poo 2_,
—ikx —azx*—ik
dr = / e “dx
glk \/ 2T / us vV 27r < ) o
- rl ) / A = o (T) [t
2T oo 2r \ T oo

1/4 1/4
= L (Q—CL) / e_% I = (L) ! e_k’2/4‘1
V2m A\ T a 2ma



Cevap : 5 (a) Diferansiyel denklemde x = 1/z atamasi yaparak yeni denklemde z = 0 noktasim

inceleriz. ) . .
2 2 2
Buna gore
2
z=0da fi(z)=-=00 fakat zfi(z) = sonlu
2
) 1 1 2
z=0da f2(Z>—?(E_?) =00 ve 2z fy(z) =00

oldugu i¢in z = 0, yani x = oo, diizglin olmayan tekil noktadir.
(b) t(z) = e=**/?y(x) atamasiyla

W=y —ay) = W =Pl = 20y 4 (0P - 1)y

olur ve diferansiyel denklem gu hale gelir; v — 22y/(E — 1)y = 0. Burada z = 0 noktasi bu

diferansiyel denklem igin “diizgiin nokta” oldugu icin y = >~ ¢,2" bi¢iminde seri ¢dzlimii arariz.

oo (o] oo
y = g it =y = g nepz" b = g n(n — 1)c,z"?
n=0 n=0 n=0

Bunlar diferansiyel denkleme yerlestirelim ve x’in kuvvetlerine gére diizenleyelim.

Zn(n — Dz + Z —2nc, + (E —1)¢,) 2" =0
n=0 n=0

[k toplamda n(n — 1) carpanindan dolay1 toplami n = 2’den baslatabiliriz.

o o0
n(n—lcnx”Q—i—Z —1-2n)c,a" =0
2 n=0

n=

Simdi de ilk toplamda toplam indisini n — n + 2 olarak degistirelim.

Z(n + 1)(n+ 2)cppoz” + Z (E—1-2n)c,a" =0
n=0 n=0

Artik 2" ortak parantezine alabiliriz.

S [(n 4 1)(n+ 2ensa + (B — 1= 2n)e,]a” = 0

n=0

Buradan tekrarlama baginitisin1 yazariz.

E—-1-2n

Cnio = — Cn

T )+ 2)

Ik alt: katsay1y1 yazalim.

E-1 E—-1)(E-5
c#0 = c=— 51 Co c4—( 21(1 >co
E—-3 E-3)(FE -7
017&0 = C3= — 31 G = C5—( ?5' >C1



Sonucta seri ¢oziimii y = ¢y + c1@ + cox? + c32® + - -+ su hale gelir.

1—-F 1-FE)b—F
y(m):co {14_—1_2_*_( )( )513'4—|—-":|
2! 4!
y;(rw)
3—F 3—E)7T—-F
+c [er 3l x3+( )55 )x5 ]
y;(;)

x — Fo0o iken hem y(z) hem de yo(z) waksaktir. Bu ¢oziimii yakinsak yapmak i¢in sonsuz seri

belli bir terimde kesilmelidir. Yani, £ = 2n + 1 burada n = 0,1, 2,--- olmalidir.

E=1,5,9--- iken ¢y #0 ve ¢ =0
E=3711,--- iken ¢y =0 ve ¢ #0



