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Soru : 1 (25P) Asagida verilen A matrisini diigiinelim. (a) H = 1(A + A") hermitsel matrisini
olugturunuz. (b) H matrisinin 6zdegerlerinin —1 ve 3 oldugunu gosteriniz. (c) Her 6zdegere

kargilik gelen bire boylandirilmig (normalize) 6zvektorleri bulunuz. (d) Bu vektorlerin dik oldugunu

2_i 0
A= (2\/3 0)

Soru : 2 (25P) y' = dy/dx gostermek tizere agagidaki diferansiyel denklemin homojen ¢oziimiinii,

gosteriniz.

0zel ¢ozlimiini ve genel ¢oziimiinii bulunuz.

2y" — 4y + 10y = 102*

Soru : 3 (25P) Asagidaki Laguerre denklemi i¢in z = 0 etrafindaki Frobenious ¢oztimiinii ele
aliniz.
dy

d?y
Y 1Y gy
Py tU=2 s+ 2y =0

(a) z = 0 noktasimn diizgiin tekil bir nokta oldugunu kontrol ediniz. (b) o serbest indis olmak
lizere y(z) = Y oo ¢n2™T7 seri ¢Oziimiini denkleme yerlestiriniz ve sonucu diizenleyiniz. (c)
Cakigik indis koklerini bulunuz. (d) Indis kokiinii yerlestirerek katsayilar icin tekrarlama bagin-
tisi1 yaziniz. Buradan ¢oziim olan ikinci dereceden Laguerre polinomunu Ly(0) = 2 saglayacak

sekilde elde ediniz.

Soru : 4 (25P) f(z) = x fonksiyonunu —L < z < +L araliginda 7' = 2L periyotlu trigonometrik

fonksiyonlar cinsinden Fourier serisine aginiz.
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CEVAPLAR

Cevap : 1 (a) AT = (A*)T matrisini olusturup iki matrisi toplayacagiz.

1{(2—-i 0 24+i 2V3 2 V3
3G o) () ()

(b) Ozdeger denklemini hatirlayahm: Hi = AT veya (H — AI)¥ = 0 olarak ifade edelim. Bunun

()0

a ve b bilegenlerinin her ikisinin de sifir olmamasi i¢in katsayilar matrisinin determinanti sifir

matris bi¢cimi goyle olur.

olmalidar.

2—)\ V3
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(c) Once \; = —1 6zdegerine kars: gelen #; 6zvektoriinii bulalim.

3 \/g aq - _
(\/g 1><b1>_0 = by = \/gal

Normalizasyon |a;|* + |[b|* = 1. Birlikte 7 =

=X -2A-3=0 = AM=—-1 ve \=3

()

DO | —

Simdi de Ay = 3 6zdegerine karsi gelen ¥ 6zvektoriinii bulalim.

—1 \/§ asg o -
)] - e

Normalizasyon |ag|® + |bo|* = 1. Birlikte 7 =

(7)

(21, 82) = % (1 _\/§> 5 (?) = }L(\f—\/ﬁ) —0

N | —

(d) Iki vektoriin skaler carpimi sifir ise diktirler.
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Cevap : 2 Lineer diferansiyel denklem oldugu i¢in homojen ¢dziimi ve 6zel ¢oziimi ayri ayri
hesap edecegiz ve bunlar1 toplayarak genel ¢oziimii yazacagiz. Diferansiyel denklem sabit katsayil

oldugu i¢in homojen ¢oziim olarak y = e*x fonksiyonunu oneririz. Boylece
20° —4a+10=0

karakteristik denklemini elde ederiz. Kokleri a; = 1 + 2¢ ve ap = 1 — 2¢ hesap edilir. Boylece

homojen ¢6ziim
yn(z) = 11207, 17207 — o2, cos(22) + dy sin(22)]
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olarak yazilir. Burada c;, ¢y ikilisi ve dy, dy ikilisi integral sabitleridir. Ozel ¢OzUimii tahmin
yontemiyle kolayca hesaplayabiliriz, ¢linkii soruda verilen diferansiyel denklemin sag tarafi ikinci
derece bir polinom. O halde, y,(z) = A+ Bz +Cz? 6nerelim. Burada A, B, C bilinmeyen sabitler.
Bunu sorudaki diferansiyel denkleme yerlestirdigimizde A = —2/25, B = 4/5, C' = 1 ¢ikar. Ozel
¢Ozlim sudur.

2 4
Yo(z) = o5 T g$+$

Son olarak genel ¢6ziimii kolayca yazariz.

y(x) = yn(x) + yo(x) = €*[dy cos(2x) + dg sin(2z)] — % + ;lx + 2°

Cevap : 3 (a) z = 0’da hem f; = =% 2 sonlu hem de f, = 2 # sonlu. Fakat, = = 0’da hem

22

zf1 = 1;‘2 = sonlu hem de 2%f, = 2 = = sonlu oldugu i¢in z = 0 diizgiin tekil noktadir.

(b) z = 0 diizglin tekil nokta oldugu i¢in Y *°_,¢,,2™"° bigiminde bir ¢dzlim arariz. Bunun

tiirevlerini alip denkleme yerlegtiriyoruz.

ZCm m+o)(m+o—1)+(m+o0)] 2Zmto- 1+Zcm (m + 0)] 2™ = 0
m=0

-~

m=0 :(m+0)2

Ik toplamda m = 0 acikca koyalim, toplami m = 1’den devam ettirelim ve sonra da m — m + 1

yazalim. Sonucu diizenlersek
Co0 2% 1+Z m+0+1 cm+1+(2—m—0)cm} 2" = ()
m=0

buluruz.
(c) Buradan indis denklemi o = 0 olur ki iki indis kokii gakigik ¢ikar, o = 0.

(d) Bu durumda tekrarlama bagintis1 g6yle olur.

(m —2)cp,

(m+1)? aa=-20 = o=-, =5 = ag=c==0

Cm+1 =
O halde, birinci ¢ozlimii yazabiliriz.
L,
Lo(z) =co (1 — 22+ 3%
Burada Ly(0) = 2 kogulunu kullanirsak ¢y = 2 buluruz. Boylece, istenen ¢oziim elde edilir.

Ly(7) = 2 — 4z + 2

Cevap : 4 Bu notasyonda ve periyotta Fourier serisi goyledir.

_ao+z [ancos< )+b sin (mgac)]



Burada f(z) = z i¢in —L < 2 < +L arahiginda ao, a, ve b, hesap edelim.

1 +L

=57 xdr =0 (Tek fonksiyon simetrik aralk!)
-L

aop
a,, i¢in hesap yapalim.
r nmx o
/ x oS <T> dx =0 (Tek fonksiyon simetrik aralik!)
b, i¢in hesap yapalim.

1 [t 2 [F
bn:z/L xsin(n—zx>dxzz/o xsin(?)dm

Cift fonksiyon simetrik aralik 6zelligini kullandik. Burada kismi integral alma iglemini yapalim.

u =2z — du=dx ve dv = sin (%) der — v = —% cos (”—T) Boylece,
2L 2L
- cos(n) mr( )
Sonucta,




