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Gerilme Analizi



Gerilme Analizi

Diizlemde Gerilme Doniisiimii
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izotrop malzemeler icin ¢ boyutlu
durumda 6 gerilme bilesenine
sahipken iki boyutlu cisimlerde 3
gerilme bileseni vardir. Normal
gerilme bilesenleri;

Oy, Oy, Oy

Kayma gerilme bilesenleri;

Txyr Tyz) Txz

Iki boyutlu durumda ¢,=0,

Tyy = Txz=0"dIr.

Gerilme bilesenleri gy, 0y, Ty,



Gerilme Analizi

Diizlemde Gerilme Doniisiimii

Muhendislik hesaplamalarinda statik dengeyi koruma sarti ile bu
gerilme bilesenlerinin meydana getirdikleri en blyuk ve en kliclk
normal ve kayma gerilmeleri ve bunlarin etkili olduklari
duzlemlerin bilinmesi gerekmektedir. Bunlar bilindigi zaman
kolayca kesit tayini yapilabilecektir.

Eger iki boyutlu bir levha ele alinirsa (kalinlik diger boyutlarina
gore cok kicuk) ve bu levha yalnizca x-y dizleminde yiklenmis
ise buna «diizlem gerilme» durumu denir.

Eger Ucuncu boyut varsa «diizlem sekil degistirme» durumu
gecerlidir. (barajlar, tlineller...)

Her ikisi de iki boyutlu gerilme analizidir.



Gerilme Analizi

Bir Boyutlu Gerilme Analizi

s An

Kuvvet yluzeye dik ise normal gerilme olusur. Eger dik degilse yluzeyde
hem kayma hem de normal gerilme olusur.
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Bir Boyutlu Gerilme Analizi

' ' Ao A
ZFx=0—>ax.A0=°.An—>G = |0y.— C058=A0

n

o' = o04.CosO

0, = d'.CosO = o,.Cos6.Cosb

T, = 0¢'.5inf = g,.C0s0.S5inf

0, = 0,.C0s* 0
Ty = 0,.5in6.CosH




Gerilme Analizi

Bir Boyutlu Gerilme Analizi

T (kayma)
i

=1 |~ __G (normal)

L Ak

Normal gerilmeler cekme ise pozitif, basma ise negatif isaret
alir. Kayma gerilmeleri ise eger eleman bir noktasindan
sabitlenirse, kayma gerilmesi elemani saatin déonme yoénlinde
ceviriyorsa pozitif, saatin donme yonunun tersine ceviriyorsa

negatif isaret alir. o e |
HTTOnemlil!!]

(+) cekme durumu

(-) basin¢ durumu
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Gerilmeleri © acisina baglh olarak en iyi inceleyen bilim adami Otto
Mohr’dur. o,, ve T,, 'y1 20 cinsinden ifade edecek olursak;

0, = 0,.Cos* 6
T, = 0,.5inf.Cos0O

Ox

Op == (14 Cos20) ...... (1)

T, = %.SinZH ......... (2)

1 ve 2’'nci denklemlerden Sin 20 ve Cos 20’lar ¢ceker ve 3 denkleminde
yerine yazarsak;
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a—ﬁzﬂz—@z klinde elde ederi
n= n =7 ) seklinde elde ederiz.

ove 1T aslinda, eksen takiminda bir c¢emberi ifade etmektedir.
Matematikte bir cemberin denklemi;

(x — A)*+(y — B)?=R? seklindedir. Burada;

Cemberin merkezi, M(%,O) cemberin yari capi, R(%) ve merkez

koordinatlarit M(A,B) olan bir cember denklemidir.

Buradaki diizlem Mohr cemberine aktarilirken nokta oldugu icin 26’k
aclya donusmektedir.
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Mohr Cemberi Nasil Cizilir

v x ve y ‘ye dik diuzlemlerdeki gerilme bilesenleri koordinat
sisteminde sirasi ile a ve b noktalari ile gosterilir.

v a ve b noktalar birlestirilerek cap ve ekseni kestigi noktada
cemberin merkezi bulunur.

v ave b noktalari cap kabul edilen cember cizilir.
Bu cemberin o eksenini kestigi noktalar asal gerilmeleri verir.

v' Herhangi bir ¢ duzlemindeki gerilmeler, bilinen a dizlemini ¢
diuzlemine cakistirmak icin gidilen © acisinin ayni yoninde 206
gidilerek bulunur.

AN

v Bu noktanin apsisi diizlemin normal gerilmesini (o.) , ordinati ise
kayma gerilmesini (t,) verir.
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Tek Eksenli Gerilme Durumu Mohr Cemberi;
Dizlem gerilme elemanindan boyutsuz bir elemani (nokta) ele

alindiginda gerilme durumu asagidaki gibidir.

a(o,, )
b (o, Ty) 1

NOT : Analitik c6ziimde O dizlemin normal ile yaptigi acidir.
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Ox

R=Z2 =% M (Z,0), OM ==

Omax = OM + R = o,
O-miTl:O—M_RZO

45°]ik duzlemlerde kayma gerilmesi maksimum olur.
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C noktasinin bulunmasi;

o, O
O, = 0,,€05%0 = 7x + ?xCOSZH

. O-X .
T, = —0,Sinfcosf = —7517129

c dizlemi, Mohr cemberinde bir 6 acisiyla ayni yonde 20 kadar
gidilerek bulunur. Bu durumda Tt'nin maksimum degeri
26=90'icin bulunur. Demek ki o\'in uygulandigi dizlemde 45"lik
acl yapan duzlemlerde mutlak degerce maksimum kayma
degerleri elde edilir.

Ox
Tmaxmin = i?



Soru: Sekildeki gibi gerilmeye maruz bir elemanda
a) Asal gerilmeleri ve dizlemleri gosteriniz.

b) Tarali dizlemdeki Normal ve Kayma gerilmelerini hesaplayiniz.

Ox O x=100N/mm?
——




Analitik Cozim

:% (1+ C0526’)—— (1+ Cos60) = 75MPa

r = %.SinZ@ = %.SinGO — 43MPa

c

75C /
Ox 30° Ox
@ a




Mohr Cemberi ile ¢dzim

* Analitik coziimde asal gerilme ve dizlemlerini géremiyoruz !!!

[
L o o, =21+ 2x Cos60 = 75MPa
c | 2 2
| Oy o
R 7. =—.3In60 = 43,3MPa
120° | Te 2
/ 60° |
i| ___G

b M a
R.Cos 60°

Ox «——

+* a dizlemi maksimum normal gerilme (asal gerilme) dizlemi oldugu icin bu
duzlemde kayma gerilmesi O’'dir.
+* a dizlemini 45° yatirirsak maksimum kayma gerilmesi dizlemini buluruz.



Neden 45 derece ;

0, = 0,.C0S%0
T,, = 0,.C0s6.sinf

6=45° ise
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Iki Boyutta (Diizlem) Gerilme Déniisiimii

tol Iki boyutlu bir elemandan bir nokta goz
onune alinirsa, sistem statik dengede

1 7
- oldugu icin bu nokta da statik dengede
ox..._f o sleman L_.._cx olacaktir  Bu boyutsuz elemanda
: Ty gerilme bilesenlerini yandaki gibi
T % ~ gdsterebiliriz.
Hesaplamalarda bu vyeni gerilme . -

bileseni  (iki  boyutlu, donusim ), I 5,
formulleri);

Y




Gerilme Analizi
Diizlemde Gerilme Doniisiimii

y r Sekildeki eleman statik yonden;
Tyx z Fx = 0 z Fy o O
. Iy a
J_l . Lﬂ saglamaktadir.  Ayni  zamanda

Ty herhangi bir noktaya gére moment
sifirdir.

ZMO =0 1Ty.at.a—Tyat.a=0

Sonug; dik dizlemler Gzerinde bulunan kayma bilesenleri esittir.
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Diizlemde Gerilme Doniisiimii

YJ

c o
Oy < a > Oy
a ‘\8
C
T

./N
Ox «— > x
n
>

a
b

A

l )

Oy

Bu elemani dikeyle 6 acisi yapan bir dizlemle keselim. Meydana
gelen kamada kesilen dizlem Gzerinde yeni gerilme bilesenleri
meydana gelir. Bunlar; X’ ve Y’ gerilmeleridir.



Gerilme Analizi

Diizlemde Gerilme Doniisiimii

Parca O duzleminde kesilecek olursa, parca onceki halindeki gibi
statik dengede olacaktir. Parcayi statik dengeye x ve y ydninde
olusan kuvvetler getirecektir. Daha sonra N ve 6 duizlemlerinde
olusan gerilmeler bulunur.

Zszo

X'(c.t) —ox(a.t) + Ty (b.t) =0

y a b
= 0p.— — Tony—
e ¢

X' = Oy cosf — Txy-: sind Sistemi dengeye getiren X’ kuvveti
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Diizlemde Gerilme Doniisiimii

Parcanin yuzeyi egik oldugu icin N ve 6 duzlemlerinde X ve Y’
kuvvetlerinin bu eksenlerde olusturdugu gerilmeler bulunur.

> R =0

Y'(c.t) —o,(b.t) + T,y(a.t) =0

b a

Y =0,.— — Ty —

Y' = 0y.5in0 — 1yy,.cos6

Sistemi dengeye getiren Y’ kuvveti
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Diizlemde Gerilme Doniisiimii

o, = X'.cosf + Y'.sin@
Oy = (ax. CoSO — Ty, sinH). cosf + (ay. SinG — Tyy,. cos@). sinf

Op = Oy.C0S°0 + 0,,.5In*0 — 2.7,,,.5inb. cosd

7, = X'.sinf — Y'. cos@
T, = (O'x. CosSO — Ty,,. sinH). sin@ + (ay. Sing — Tyy,. COSH). cosf

T, = (0% — 0y).5inOcosO + T,y (cos?6 — sin®H)
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Trigonometrik Bagintilar;

2c0s%*0 =1 + cos20
2sin%*0 =1 — cos20
28inf.cosf = sin206

29 1 N cos206
cos“0 = —
2 2




Gerilme Analizi

Diizlemde Gerilme Doniisiimii

Bu trigonometrik bagintilar denge denklemlerinde vyerine
yazilirsa;

ax+ay+ax—ay

> > c0520 + Ty, Sin26 (1)

On =

O, — O
T, = —— > 2 5in20 + Ty, c0526

(2)




Gerilme Analizi
Mohr Cemberi;

Iki boyutlu gerilme analizinin degisik metotlarla c6zimu vardir.
Bunlar icinde, problem c¢oziminde en etkili olani «Mohr
Cemberidir». (1) ve (2) denklemi (3)’ de yerine konursa;

c0s?20 + sin?%260 =1 (3)

ifadesinde yerine konursa su sekilde bir baginti elde edilir,

(Ux' o -IZ- cfy)z +(ryr, V2 (ax — O'y)z + (1)

Bu bir dairenin denklemi olup merkez koordinatlari ve yaricapi;

ox + 0y ,  (Ox — Oy\? 2
M( > ,0) R =( ; )+(rxy)
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Asal Gerilmeler;

MuUhendislerin ilgisini ceken nokta, bu gerilme bilesenlerinin
hasil ettigi maksimum normal gerilme bilesenlerinin buyutklugu
ve bunlarin bulundugu duzlemlerin tayin edilmesidir.

Cunkld bu gerilme bilesenleri ekstrem degerler olduklari icin
kesitler de buna gore hesapla bulunabilir. Ayrica bunlarin
bulunduklari dizlemler de 6nemidir.

Normal gerilmeler 8’nin fonksiyonu olduguna gére bunlarin 8'ya
gore tldrevi alinir ve sifira esitlenirse;

doy, Oy — Oy

do 2

2sin20 + 214,c0s20 = 0



Asal Gerilmeler;

Gerilme Analizi

Bu O acisi 6zel oldugundan 0 yerine a yazilirsa;

Yani, tanjanti yukaridaki ifadeye esit a degerleri asal gerilme
dizlemlerini belirtmektedir.

tg2a ifadesinden sin2a ve cos2a ifadeleri cekilir ve bunlar (1)
denkleminde sin20 ve cos20 yerine konulursa asal gerilmeler;

o, + 0y Ox — 0y\?
— 2
Omax,min — 01,2 = 2 T ( ) + Txy

2

\



Gerilme Analizi

Asal Gerilmeler;

Bu acisal deger kayma bileseni ifadesine konursa 7,,,, = 0 elde
edilir. Demek ki asal gerilmelerin bulundugu dizlemlerde
kayma gerilmeleri sifirdir. Veya baska bir deyisle ifade edersek

asal gerilme durumu, kayma gerilmesinin sifir oldugu
konumdur.
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Maksimum Kayma Gerilmeleri;

Bu da asal gerilmelere benzer sekilde bulunur;

ATyry:
=0
do

yazilarak ¢ozim yapilirsa ve 0 yerine a. konularak;

tg2a, = 2 =_(Ux_gy)

Txy 2Tyy

tg2a ile tg2a:. ’'in carpimi -1'i vermektedir. Buradan bunlar
arasinda 90 derece aci oldugu ve a ile a: dizlemleri arasinda da
90/2=45 derece ac¢l bulundugu sonucuna varilir.
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Maksimum Kayma Gerilmeleri;

Yani asal gerilme duizlemleri ile maksimum kayma duzlemleri
arasinda 45 derecelik aci bulunmaktadir. Yine tg2a.’den sinauve
cosa:ifadeleri cekilerek (1) denkleminde yazilirsa;

Ox — 0y\?
Tmaxmin = T ( 5 ) + Txyz
N

Bu degerler ayni zamanda asal gerilmeler arasindaki farkin
yarisina esittir.

Omax — Omin 01 — 0y

Tmax - 2 Tmax _ 2
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Maksimum Kayma Gerilmeleri;

Kayma gerilmelerinin pozitif veya negatif olmalari malzeme
uzerinde  fiziksel olarak  farkh  bir etki ~meydana
getirmemektedirler.  Kesit  tayininde vyalnizca  kayma
gerilmelerinin mutlak degerleri 6nemlidir.

Halbuki cekme ve basma gerilmelerinin malzeme uzerindeki
etkileri ve ayni zamanda malzemelerinin bu gerilmeler altindaki
mukavemetleri farklidir.
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Maksimum Kayma Gerilmeleri;

Oy

A

h

Y

I 3

Gmax

450('

Gmin

A

L

Kesit tayininde genellikle maksimum
kayma gerilmeleri asal gerilmelerden
daha cok o©oneme sahiptir. Culnku
deneylerden gorulmektedir ki
bilhassa stinek malzemeler, normal

" gerilmelere nazaran daha kicuk

kayma gerilmelerinde akmaktadir.
Asal gerilmelerin bulundugu
dizlemlerde kayma gerilmeleri sifir
olmasina ragmen, kayma

gerilmelerinin maksimum oldugu duzlemlerde normal gerilme
bulunmaktadir; bunun da degeri (o.+0,)/2'ye esittir.
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Diizlemde Gerilme Doniisiimii
C, Sekilde  gorilen prizmatik
elemandaki gerilme bilesenleri
birbirlerine denktir. Statik denge
yx sartlari korundugu icin istenirse

; disarida  bulunan rizmatik
5, o\ = P S | P
Gx eleman yerine;
O-xn O-y/; Txlyl

ﬁ; ile gosterilen icerideki prizmatik

<
3

T, »x eleman kullanilabilir  Normal
gerilme bileseni kullanilirsa;
o o e o o |
S, birinci invariant ,0x1 T 0y'_0x + 0y,

Yani, her yeni konumda normal gerilme bilesenleri toplami, ilk
konumdaki toplama esittir ve degismez.
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¥Q

Mohr Cemberi;
a (le -Txy) GY T A G
b (o L G, +0,
(G,, Ty) 2
T X
O, o, . k
el F\




Gerilme Analizi
Mohr Cemberi;

Normal ve kayma gerilme bilesenleri bir cember uzerinde
bulunurlar. Diger bir ifade ile bunlarin geometrik vyerleri bir

cemberdir.
MAB Ulcgeninden,

Burada;
Ox — Oy

2

MA = MC =

a acisi asal gerilme duzlemini vermektedir. Mohr cemberi
Uzerindeki acisal pozisyonlar gercek sekildeki acisal degerin iki
katidir ve ters yondedir. Buradan asal gerilmeler;

Ox t 0y

Oy — 0y,
Omax,min — > Tr|r= (

2

2 2
) + (T xy) Tmax,min
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U¢ Eksenli Gerilme Durumu Mohr Cemberi;

.............

Eger yalnizca normal gerilmeler varsa ve cebirsel degere sahipse,
bunlarin aralarindaki uzakliklari cap kabul eden cemberler elde
edilir. Ve dordinclt diuzlemdeki gerilmeler tarali bolgeye duser.
En blyuk kayma gerilmesi en bliyuk normal gerilme ile en kicik
normal gerilme arasindaki farka esittir.
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U¢ Eksenli Gerilme Durumu Mohr Cemberi;

_ Ox — 0y
Tmax — 2

En buyik kayma gerilmesi, 6zellikle kaymaya karsi zayif olan
malzemelerin boyutlandirilmasinda kullanilir. Eger hidrostatik
basing hali olursa;

gy = 0y =0, = —P

Bu durumda Mohr cemberi bir noktadir ve tma=0 elde edilir.

Bunu kim cizebilir?
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SORU COZUMU



Ornek : Sekildeki gerilme durumu verilen elemanda ;
a) Asal gerilmeleri ve duzlemleri bulunuz.
b) Tarali duzlemdeki normal ve kayma gerilmelerini bulunuz.

c) Maksimum kayma gerilmelerini ve dizlemlerini bulunuz.

‘ 20Mpa
40Mpa
=k
4 b
80Mpa C a O :=80Mpa
|3 -~

B "
% b r T Xy 40MPa

0~=20MPa



Cozum :

— +
a) OM = Zay =80;20 — 50MPa

2 2
R :\/[GX zayj +7, :\/(%j +40? =50MPa

=100MPa

Analitik Cozim :

2
o,t+0 O, —O0O
Omax = - L+ - : +Txy2
min 2 2

o, =50+50=100MPa
o, =50-50=0MPa




b)

o, =OM +R.Cos7° =99,6MPa
7. =—R.SIn7° =-6MPa

Analitik olarak :

o, +0 o,— O _
o, = y+£ 5 y].CosZH—er.SanQ

0 =150° = 26 = 300°
80+ 20
o, = +
2

(80 ; 20j.c:ossoo —40.Sin300 = 99, 6MPa

C

o,— O _
T :( 5 yj.Sln2<9+rxy.C0329:—5,78MPa



Ornek : Sekilde gorilen ve kalinligi  olan bir prizma P ve R kuvvetleri
altinda dengededir. Bu kuvvetlerden meydana gelen gerilmeleri
uniform kabul ederek AB kosegen dizleminde meydana gelen normal

ve kayma gerilmelerini hesaplayiniz.




Cozim :

|AB| =/2a
> F, =0

oA2.a0—-R.C0s45-P.Cos45=0

_P+R
2.8.0

> F=0

rA/2.2.6 + R.Cos45—P.Sin45=0
P-R

Z' =
2..0

O




Ornek : Sekilde verilen elemanda ;
a) Asal gerilme ve duzlemlerini,
b) Taral dizlemdeki normal ve kayma gerilmelerini,
c) Maksimum kayma gerilmelerini ve dizlemlerini bulunuz.

50Mpa
M 75MPa
o A

100Mpa C al| 100Mpa
iy =] -

0

b 50
i b

50MPa



S - axzoy _100-50

Tmax=106Mpa ) \/( 100 (~50)

= 25MPa

2

R > j +75° =75 +75° =106 MPa

i -

O O, =OM +R=25+106 =131MPa
o.. =OM —R =25-106 =-81MPa

Tmin=106Mpa
. =+R=+106MPa
Owin Omax t9(2c) = =-1=>a=225

100 — (=50)

o, =0OM —R.Cos75 = 25-106.Cos75 = -2, 4MPa
7. =—R.Sin75 = -106.5in75 = —102, 4AMPa



Ornek : Sekilde verilen elemanda birbirine dik tarali dizlemdeki
o, =450MPa ve o, =150MPa olduguna gore 0, T ve @y

bulunuz.
b
Oc2 .' Oc1
q d
| -
Ox T C2 C1 T Ox




Cozim :

Ci

R I
Sa | T
Oc=150 %: a g

‘ | Gc1-450 | 55
1
1

L .

o, =OM +R.Cos20
o,, =OM —R.C0s20
Oy + O., =0,
o, =600MPa

9x

R=—>=300

Co

2
329:@: 20 =60
300

6 =30°

Z‘f

Oc:

450-300=150

Sin20 = ——
300
r =259 8MPa
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BOLUM BITTI
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